semestr 1
CWICZENIA 1 - TEORIA (Ciagi liczbowe, granica)

Przyklad :
Ciagi mozemy okresla¢ na rozne sposoby, na przyktad:

wzorem: a, =2", ¢, =Vn+2-+/n,d, =i+ L+ +L

n+l
rekurencyjnie: a, =7, a,,, =a, +3,
opisowo: b, - n - ta liczba pierwsza.
Przy czym pamigtamy, ze n jest liczbg naturalna, czyli przyjmuje wartosci 1,2,3,.....

UWAGA

Wyniki niektérych granic sg oczywiste, jezeli podstawi si¢ kolejne liczby naturalne. Warto jednak
zapamigta¢ pewne podstawowe wzory:

limn=ow podobnie dla ciaggdw typu 3n? ;6n°; n’ .... granica tez jest rtowna oo
lim=n = —o dla ciagow typu -3n? ;-6n%; -n’ .... granica tez jest rowna - oo
lim%/a =1 dlaa>0

lim¥n =1

.1 L -2.3.7.-9 . .. .
lim==0 dla ciggow typu —;—;—;—.... granica tez jest rowna 0

n—w n N nn
jezelia>1 to lima" = . 5\" (5)" . _

n—>o dla ciggow typu 8";2"; 17 ; 1) granica tez jest rowna oo

jezeli |aj<1l to lima" =0 " " 3n
J |l N dla (0,3)”;(— g} ,(%} ,(%) ;;in .... granica tez jest rowna 0

Obliczajac granice ciggéw korzystamy rowniez z nastepujacych wlasnosci:

Twierdzenie 1 ( 0 arytmetyce granic ciagéw) Jesli lima, =a oraz limb, =b, to:

n—0 N—0

1. lim(a, £b,)=azxb

.2 2n 2 2
np. lim(=+—)=0+=-=—,
P rHoo(n 3n) 3 3

2. limcb, =cb dla dowolnej statej c € R,

n—oo

np. lim2 =2limL=2.0=0

nN—o0 n N—o0 n

3. lima,b, =ab,

nN—o

np. Iim(z.@)zlimg-lim@:oz:o
n—»o n 3n n—wo N n-owo 3N 3

.a, a
4, lim—=—jeslib#0.
b b J =

n—o

7. limk/a, =«flima, , jesli k e N\ {L}

n—o



semestr 1
CWICZENIA 1 - TEORIA (Ciagi liczbowe, granica)

8. Jesli lima, =0 to, dla dowolnej stalej ¢, lim - = +oo.

nN—o0 n—oo a
n

9. Jesli lima, =+, to lim—==0.

n—oo n—o0 an
Przyklad :
2n? —=2n+1
Oblicz granice ci _—
granice clagu 3n>-2n+5

Najlepszym sposobem na obliczenie tego typu granicy jest podzielenie licznika i mianownika przez
liczbe n podniesiona do potegi najwiekszej jaka jest w liczniku. W liczniku najwieksze jest n? dlatego
dzielimy przez nig kazde wyrazenie.

, 1 on? 2n 1 2 1
_on?-2n+1 (an ‘2”+1)n7 Tt 2T tE 2-040 2
L L T M on 5 0% 5 T3040 3
n—oo —_ n—oo 3n2_2n+57 nami_i o naoo3_7+7 —_
( )n2 n2 n2+n2 n nZ

Otrzymujemy granice z liczb, czyli odpowiednio 2 w liczniku 1 3 w mianowniku. Wyrazenia ktore w
mianowniku zawierajg n (lub n do potegi) daza do 0. W ten sposéb otrzymaliSmy wynik.

Przyklad :
Oblicz granicg ciagu Jn®=5-4n*—n+5.

Tego typu granice obliczamy wykorzystujac wzory skroconego mnozenia. W tym wypadku ze wzoru
(a—b)a+b)=a® —b®. Na poczatek zapisujemy wyrazenie w postaci utamka o mianowniku réwnym

1. Dalej mnozymy licznik i mianownik przez wyrazenie Jn®=5+4n®—n+5 (zmieniamy znak z —
na +) i upraszczamy wyrazenie:

"m\/ng_s_\/ng_n+5:"m\/n3—5—\/n3—n+5:"m (\/n3—5—\/n3—n+5)(\/n3—5+\/n3—n+5):
n—w n—w 1 n—w 1 (\/n3_5+\/n3_n+5)
i (\/n3—5)2—(\/n3—n+5)2 o n-5-(n*-n+5) n-10

= lim = lim

o (\/n3—5+\/n3—n+5) ””“(\/n3—5+\/n3—n+5):!m(\/n3—5+\/n3—n+5)

Dalej postepujemy analogicznie jak w poprzednim przyktadzie, to znaczy dzielimy licznik i
mianownik przez liczbe n podniesiong do potegi najwiekszej jaka jest w liczniku:

1 n 10
: n-10 : (n-10) n_ n n
lim =lim —=li =
”*”(\/n3—5+\/n3—n+5) ”*w(\/n3—5+\/n3—n+5)1 ”*“’\/n3—5+\/n3—n+5
n n n
W kolejnym kroku przeksztalcamy mianownik:
|10 10 10
lim — o = lim — L = lim - n —-
" In® =5 n"—n+5 "> |n 5 n n 5 ™%
\/ ; +\/ 2 \/2_2+\/2_2+2 \/”_z+\/”‘+z
n n n° n n° n° n n n n

1-0 1 1,

1
C Jo-04vJ0-040 o+ ot+o o
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Przyklad :
. . e(3)-4
Oblicz granice ciagu ——~+——.
STANICE Cg o 5

W pierwszej kolejnosci staramy sie doprowadzi¢ do tego, zeby wyrazenia 33" i 27" mialy takie same
podstawy. Widzimy, ze liczbe 27 mozemy zapisaé jako 3%, stad korzystajac ze wzoru (a P )q =aPf
mamy, ze 27"1=(3%)"1 = 33D = 3313 Gyaq:
3n 3n
lim —6( 1) 4 lim —6(3 3) 4
e 27" 45 now 38 45

e - . , af _ - 1
Dalej licznik i mianownik dzielimy przez 3% . Korzystajac ze wzorow —=af" oraza® =—

a aP
upraszczamy tak otrzymane wyrazenie:
1 6(3%) 4 4
(6E)-a)lzn)  am gw  CTam 0 6 6
lim =—— = lim —— =lim =— =—=—=6-27 =162.
n—o0 (3 n=s 5) 1 n—wo 3°N N 5 n—o 3%, 5 37 +0 i i
3% 3™ 3 3™ 3

Twierdzenie 2( okreslenie liczby €)

N—o0 an

e~2,71828.

an
Ilm(l"' _] =€, przy czym lima, =oo ian# 0. Liczba e jest podstawa logarytmu naturalnego,

Przyklad :

n—o

2n+373
1+ 1
o 2n+3 X
=1 =e’

. 1
I|m(1+2—3j =1m s = (1 0)9 =
n—o n+ n—0 +

2n+3

6n
Korzystajac z definicji liczby e obliczy¢ podang granice Iim(1+ 5 ! 3) .
n+

Przyklad :
Korzystajac z definicji liczby e obliczyé podang granice 1im(0,99...9)

1 10" 1 10" 1 BTN
im(0,99...9)"" = Iim(l——j =lim| 1+ =lim|| 1+ el =
n—o n— 10" n—oo (_10” ) n—o (_10“ )

10n

oD |-
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Twierdzenie 2
Niech {an} bedzie ciggiem geometrycznym, tzn. ciggiem, ktérego wyrazy spetniajg warunki: az # 0
0raz an+1 = anQ, gdzie q jest statagi q = 0.

Szereg geometryczny 3 a_ jest zbiezny i jego suma jest S = lal ,jesli |o| <1. Jesli g > 1, szereg ten
n=1 — q

jest rozbiezny.

Przyklad : Oblicz jakg warto$¢ liczbowg przedstawia utamek okresowy 1,2(21).

Na poczatek przypomnijmy, ze zapis 1,2(21) oznacza, ze 1,2(21)=1,2212121212121212121212121....
Zauwazmy, ze utamek mozemy zapisa¢ jako:

1,2(21) =1,221212121212121212121212121... =1,2 + 0,021+ 0,00021+ 0,0000021+ 0,000000021+....

21 21 21 21 > 21
=124+ —+—F+—+—+..=12+ ) ———.
10° 10° 10" 10° Z‘lo“z“
Stad dla obliczenia warto$ci liczbowej utamka okresowego nalezy obliczy¢ sumg S = zlozl—in Aby
n=1
ja wyliczy¢ potrzebne sg dwie warto$ci: pierwszy wyraz ciggu (a1), oraz iloraz ciggu (qQ):
A2
to10%
21
o 10°_2110° 11
a, 21 10° 21 10° 100
10°
2 2
3
Czyli korzystajac ze wzoru S = a mamy, ze S = 10° _1000 21 100_ 21 _ 7 . A zatem
1-q l—i 99 1000 99 990 330
100 100

utamek:

1221) =12+
n=1

21 7 12 7 12-33 7 403
——=12+—=—+ = + = .
107" 330 10 330 10-33 330 330



