semestr 1

CWICZENIA 11 - TEORIA (Metody calkowania: przez podstawienie, przez czesci. )

|. CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE
Wiemy, ze dla funkcji f(x)=2x funkcjg pierwotng jest F(x)=x? poniewaz F’(x)=f(x)=2x.
Dla innej funkcji f(x)=6(3x+2) funkcja pierwotng jest F(x)=(3x+2)?, poniewaz F’(x)=f(x)=[(3x+2)?]’= 6(3x+2)
lub inaczej obliczajac catke potwierdzamy ten wynik :

F(x) = [6(3x + 2)dx = 6[ [ 3xdx+ [ 2dx] =18 xdx +12[ dx = 9x* +12x+ ¢ =

= 9x? +12x+4—4+c=(3x+2)2 —4+c=(3x+2)2 +C

W wielu przypadkach wyznaczenie funkcji pierwotnej sprowadza si¢ do catek elementarnych przez
wprowadzenie nowej zmienne;j.

Aby obliczy¢ np. nastepujaca catkg : F(X) = J(ZX + 1)5 dx
Trzeba wprowadzi¢ nowa zmienng t = 2x + 1

Wezmy F(x) bedacg funkcja pierwotna funkcji f(x), czyli :

F(x) =] f(x)dx
a wiec F’(x) = f(x).

Jezeli wprowadzimy nowa zmienng t przez podstawienie X = @(t), to funkcja F(x)=F(¢(t)) jest funkcja
zmiennej t, pochodna tej funkcji :

dF dF dx _
dt o odx dt

f(x )— = f(o(1)-@'t)
A stad :
[ f(dx= [ (o(t) - o' (Dt

m  Twierdzenie (calkowanie przez podstawienie) :

Jezeli funkcja f(x) jest okreslona i ciggla w przedziale otwartym (a, b) to wprowadzenie nowej zmienne;j
niezaleznej t pod znak calki zamiast x poprzez odpowiednig funkcje x=@(t) i zamiast dx poprzez odpowiednig
rozniczke dx= ¢’(t)dt umozliwi wyliczenie catki.

[ (dx= [ (o(t)- o' (Dt

»  Przyklad (przez podstawienie) :
1
3x—2:t,x:§(t+2) 1 1,[5

[Bx—2)"dx = N :jt“-gdt 3E C——(3x 2)°+C

m  Przyklad (przez podstawienie) :

s
[Vax+7dx= 2%+7=t" X‘_(t ~0 - [Vt = [ dt+C_3 coo@xx7)

dx —tdt 3

m  Uwaga (calkowanie przez podstawienie) :

C
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Czgsto wygodnie jest stosowaé wzor :

fi’((::))dx=ln| f(x)]+c

Przyklad (calkowanie przez podstawienie) :

J. 2X+2

de: In | X2+2X—123|+C
X" +ZX—

Uwaga (calkowanie przez podstawienie) :

Czesto wygodnie jest stosowaé wzor :

B e - o (X)
[f (x)f(x)dx_W+c

Przyklad (calkowanie przez podstawienie) :

5
J'(x+71)5dx :%+c

Il. CALKOWANIE PRZEZ CZESCI

Twierdzenie (calkowanie przez czeSci):

Jezeli
u =u(x), v=v(x)

o J'uv'dx=uv—_|'u'vdx

Sprawdzmy, Ze : IUV "dx + J.U 'vdx = uv

Obliczmy pochodng :
(Iuv'dx +_[u 'vdx)'=uv +uVv = (uv)

Przyklad (calkowanie przez czesci):

1
u=In?x u =2Ihx=

I:_[Inzxdx: X :xlnzx—ZIInxdx:xlnzx—Z

vi=1 V=X

:xln2x—2(x|nx—'|.dx):xln2x—2x|nx+2x+c

-2-

u=Ihx u'=

!

V =

1

1
X

V=X



