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CWICZENIA 11 - TEORIA (Calka oznaczona: definicja. Calka niewlasciwa)

I. CALKA OZNACZONA

Obliczmy pole figury AabB zamknigtej tukiem AB krzywej o rownaniu y=f(x) dla x e<a;b>, prostymi
x=a, x=b i osig Ox.

b =ftx)
C y_ih B

0 7 r X+AX b X

Niech f(x) bedzie funkcja ciagly i dodatniag w przedziale <a;b>. Obierzmy w tym przedziale dowolny
punkt x i oznaczmy przez P(x) pole zaznaczonego obszaru AaxC.
Jezeli przesuniemy rzedng C o odcigtej x do rzednej D o odcigtej x+Ax, to wielko$¢ pola P(x) sig¢
zmieni na P(X+AX). Zatem P(x+AXx) — P(x) = AP
Jest to pole rowne w przyblizeniu polu prostokata Cx(x+Ax)D. Pole to jest rowne f(x)AX.
Spelniona jest nierdwnosé

f(x1)Ax < AP < f(X2)AX,

gdzie f(x1) jest warto$cig najmniejsza, a f(x2) warto$cig najwickszg funkcji f(x) w przedziale < x; X+
AX >,

Z nieréwnos$ci  f(x1)AX < AP < f(x2) AX, wynika

F ) < 2P < £(xy)
AX

f(x)<

P(x+ Axi —P(x) < £ (xp)

Gdy AXx—0, wowczas X1—>X 0raz X;—X, wiec iloraz réznicowy

AP
— = f(x
T
Z definicji pochodnej mamy AP
lim — =P’'(x)
AX—0 AX
stad
P'(x) = f(x)

To funkcja P(x) jest funkcja pierwotng (catka nieoznaczong) funkcji f(x). Jezeli przez F(x) oznaczymy
dowolng funkcj¢ pierwotng funkcji f(x), wowczas

P(x)=F(x)+c
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Dla x=a mamy pole P(a)=0, a stad
0=P(@)=F(@)+c=c=-F(a)=

=PX)=F(XxX)+c=F(x)-F(a)
Jest to pole obszaru AaxC.
= Definicja (calka oznaczona):
Réznice miedzy warto$cig funkcji pierwotnej w punkcie x=b a wartoscia jej w punkcie x=a nazywamy

catka oznaczong funkcji f(x) od a do b i zapisujemy

b
P=[f(x)dx=F(b)-F(a)
a

a oznacza granic¢ dolng catkowania, b oznacza granic¢ gorna.

= Uwaga:
Calka nieoznaczona jest zbiorem funkcji, a catka oznaczona jest li&zbq.

s Przyklad 1: 1

Obliczmy pole powierzchni pod parabolg X? pomigdzy x=0 a x=1. 717
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Korzystaja ze zwiagzku pomigdzy calka oznaczong a polem, mozemy utworzy¢ nowa definicjg catki
oznaczonej umozliwiajacg rozmaite wielkosci fizyczne, czy geometryczne lub inne przedstawi¢ za
pomoca catki oznaczone;.

= Przyklad 2 : Oblicz catk¢ oznaczong
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s Definicja (calka oznaczona) :

Catka oznaczona funkcji ciagtej w danym przedziale jest to granica, do ktorej dazy suma iloczynow
czesci przedziatu Axi przez dowolne wartosci funkeji f(Xi) w tych czesciach, gdy te czeséci dazg do
zera, to znaczy :

b no_
£f(x)dx=A!(:20§f(xi)Axi



