semestr 1

CWICZENIA 4 - TEORIA (Granica i cigglos¢ funkcji, asymptoty)

GRANICA FUNKCJI

Przyklad :
Wartosci funkcji y =2x—1 zblizajg si¢ dowolnie do liczby 5, gdy za zmienng niezalezng X

podstawiamy liczby bliskie 3. Takg liczb¢ 5 nazwiemy granicg funkcji y =2x -1, gdy x dazy
do 3 (z lewej lub prawej strony). Mozna zapisac to symbolicznie :

lim(2x-1) =5

X—3

Zauwazmy, ze w tym przypadku granica funkcji f(x)=2x-1 przy x—3, jest rbwnoczesnie
wartoscig tej funkcji w punkcie x=3. Tak zawsze nie jest.

Przyklad : Oblicz granice funkcji g(x) = (A'X—_;Z) w punkcie x = 3.

(4x—12):4(X—3):4 dla x=3, a dlax=3, g(x)nie jest
X—3 xX-3

zdefiniowane. Natomiast lim 4(X—_3) =4,

x>3 X—3

Zauwazmy, ze Q(X)=

Arytmetyka granic funkcji
limc=c
X—a

limc-f(x)=c- lim f(x)
X—a X—a

lim[f (x) £g(x)] = lim f(x) + lim g(x)
X—a X—a X—a
lim £(x)-g(x) = lim f(x)- lim g(x)
X—a X—a X—a

lim f(x)

m 1) _ x—a
x—a g(X) XlTag(X)

,gdy g(x) #01i lim g(x) =0
X—a

3x? —5x -2
5x* — 20
Latwo zauwazy¢, ze w punkcie X = 2 funkcja nie jest okreslona (licznik i mianownik sg
zerami). Ale nalezy zauwazy¢: 3x> —5x — 2 = 3(x — 2)(x + % )oraz

5x2 — 20 = 5(x* — 4)=5(x — 2)(x + 2) . Zatem

Przyklad : Wyznacz granice funkcji f(x) = przy x— 2.

3x* -5x-2  3(x—-2)x+%) 3(x+%)
f(x) = =
5x2-20  5(x—2)x+2) 5(x+2)
2
Ilmf(x)_llm3 —X=2 _jim (x+}/) lim (x= 2)= 1:1
o2 Bx? 20  x25(x+2) ©2(x-2) 20
Przyklad : Obliczy¢ granice:
3 2 2
I|mf(x)_I|mX S e | o IO o VPR +X+1) -

o1 x® =1 o1 (X=1)fx* 43 +x2 4 x+1) ot (x=1) o1 (X x4 xP Fx+1)
3

Przyklad : Wyznacz granice lewo- i prawostronng funkcji f(X) = x” -1 w punkcie x =1.

x4

3
5

3
5
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D, = {X; X e (—oo,l)u(l,oo)}.

3 3 2
lim £ () = lim X T = im ¥ - (e-2)x +X+1):—Iim(x2 +x+1)=-3
x—-1" x—=1" |X—1| -1 X—=1 x—1" (X—l) x—-1"
3 3 2
lim £ (x) = lim X = fim X~  jim (=2 4 x+1) lim (x? + x+1)=3
x—-1* x—-1* |X—]_| -1 Xx—1 x—-1* (X—l) x—1*

> W punkcie x=1.

Przyklad : Wyznacz granice f(X) = I L

. . . 1 1 . 1 1 1 1
lim f (x) = lim > = lim = lim -lim =—-lim :
x—1 x-1 1—X x->1|1—X 1+X x>1 1—X x> 14X 2 -1 1-X

. 1

lim =— =400

x->11-x 0F

. 1

lim =—=-m

o1'1-x 07

Przyklad : Wyznacz granice wielomianu W(X) = 2x® —10x* +15x —18 gdy X—+co lub

9
-5

= lim1- lim E+ lim E—

X—>+00 X—>+0 X X+ 2X2

X—>-00,

5 15
_+_

Zauwazmy, ze W(X) = 2X3(1— .
X 2X

. 5 15 9
||m 1——+—2——3
X—>+00 X 2)( X

lim x® = —0. Zatem ostatecznie: lim w(x)

X—>—© X—>+00

.9 ) )
lim = =1, natomiast lim X3 =40, a

X—=>+0 Y X—>+00

= +o0, a lim w(x) = —o0.
X—>—0

GRANICE PODSTAWOWYCH WYRAZEN NIEOZNACZONYCH
0 o

w_wl O.wl _1 _l 1001 (X)O, 00
o0

lim 37X _ lim %X _1

x—0 X x=>0 X

lim=——=1Ina, a>0 lim & _1=1

x—0 X x>0 X

. log. (1+x . In(1+x

IlmM:Iogae, O<a=l1 |ImM:1

x—0 X x—0 X

Iim(1+éj =e? aeR Iim(1+1) =e

X—>=00! X X—>to0 X

liml+x)* =e i &

xa0(+ ) |Inng , aeR
X— X
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. arcsinx . arctgx
lim =1 lim gx _
x—0 X x—0 X

1

TWIERDZENIA O GRANICACH NIEWLASCIWYCH

p+o0=00 -o<p<Loo p-oo=o00 O<p<Lw

B:O 0 <P< £:oo O<p=gLw
0 0"

p” =0 0"<p<l1 p” =00 l<ps<oo

0% =0 —0<q<0 0% =00 0<g<o
CIAGLOSC FUNKCJI

Przyklad . Korzystajac z definicji, uzasadnié ciagtosé¢ funkcji f(x) = 2x® —3x+5.
Mamy pokazac¢, ze
v (v)[Qim X, = xo):> Qim f(x,)=f(x, ))]
Niech x, bedzie dowolna liczba rzeczywista i niech (x, )bedzie dowolnym ciggiem zbieznym
do x,, wtedy Iim(2x§ - 3X, +5): ZQim xn)3 —3(!im xn)+ lim5 = 2x3 —3x, +5.

—>»0 n—oo

ASYMPTOTY FUNKCJI

Przyklad .Znalez¢ asymptoty pionowe 1 asymptote 4
pozima funkcji f(X) = 5

D, ={x; xe(~o-)U(-1) L)L)} oo
Poniewaz f jest parzysta, wystarczy obliczy¢ granice /

. 1 1 . 1 >
lim > =—=+00, lim > =—— =—o00raz >
-1 1-x> 0 x-1"1-x= 0

[ S
x—0]— X — 0
Z powyzszego 1 z parzystosci funkcji f wynika, ze

proste x=1 oraz Xx=-1 sg asymptotami pionowymi
obustronnymi, a prosta y=0 asymptota poziomg w obu nieskonczonosciach.
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Uwaga :

Asymptoty ukos$ne istnieja, jezeli x dazy do

nieskonczonos$ci 1 wykres funkcji f(x) dazy do pewnej /

prostej y=ax+b (a=0, a # oo, b # ), gdzie y
a=|im@ i b=Ilim[f(x)—-ax] /

X—0 X

v

Prosta y=ax+b jest asymptota ukosng funkcji f(x). /S

Przyklad . Znalez¢ wszystkie mozliwe asymptoty funkcji 7

X s
f(x)= .
(X) 5

Poniewaz D, = {x; X e [O,4)u (4, oo] }zatem X = Onalezy do dziedziny i asymptotg pionowa

moze by¢ tylkox =4 .
Obliczamy granice:

. X 4 . X 4
lim =— =—00, 0raz lim

X—>4~ \/; -2 0 X—>4* \/; -2 o+
Asymptotg pionowg obustronng jest X =4.
Szukamy asymptoty ukosne;.

Poniewaz dziedzina funkcji jest nieograniczona tylko z gory, wigc ewentualna asymptota
ukosna y = ax + b (a0, a # «, b # o0) moze istnie¢ tylko w +oo.

= 400

a=|imwzlim 1 =0
X—>00 X X—)oo\/;_z
. . X . WJx
b=Ilim[f(x)—ax]=lim —0-x|=Ilim =0
X—)oo[ () ] X—)oo|: / _2 :| X—>001_ 2
X

Badana funkcja nie posiada asymptoty ukosne;.



