semestr 1
CWICZENIA 7 — TEORIA (Regula de I’Hospitala)

Twierdzenie. Regula de I’Hospitala:

Jesli funkcje i g sa rozniczkowalne w pewnym otwartym przedziale (a, b) zawierajagcym c,
jeslig’(x) #0dlax e (a, b) i x # ¢ oraz jesli:

[im f() =01 [jm 9(x)=0,

lub
lim f() =i |im 9(x) =,
to

L) F'(¥)
im0y =M g

o

Wyrazenie typu iy
o 0

Przyklad
. Inx
Obliczy¢ —_—
Y lim iy
Rozwiazanie
1
. Inx . M . sin®x ... sinx
lim__ =lim—7—=-lim— —=limsinx]jm—_—~=0-1=0

x—0 Ctgx x—>0 _ x—0 X x—0 x—0
sin® x

Czasem regule te trzeba stosowac kilkakrotnie:

Przyklad
. e¥-3x-1

Obliczy¢ -

Y I!m sin®5x
Rozwiazanie.
li e -3l li %78 li %>-3_0 zatem trzeba zastosowacé regute

!m sin® 5x !m 10sin 5xcos5x !m 5sin10x 0’

de I’Hospitala powtornie

3> -3 9™ 9

I!m 5sin10x B I!m 50c0s10x B %
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Wyrazenie typu oo - 00

Rozpatrzmy wyrazenie f(x) — g(X) takie, ze przy X—¢ f(X)— +oo i g(X)—> +oo lub f(X)—> -0 i

g(x)—> -oo.

Stosujemy podstawienia u(x) = 1/ f(x) i v(x) = 1/ g(x). Woéwcezas u(x) - 01 v(x) — 0.

Mamy wowczas

1 v(x)—u(x)

f(x = =
00=9)= 457400 ™ s

jest to wyrazenie typu 0/0.

Przyklad

in(;t-)
!_[To] -1 x

Rozwigzanie

Jest to wyrazenie typu oo - oo, gdzie f(x) = 1/(e* — 1), g(x) = 1/x, stad u(x) = e* -1, v(X) = X.
Zatem, po podstawieniu do wzoru (ktére zreszta jest rownoznaczne ze sprowadzeniem do
wspoOlnego mianownika) i dwukrotnym zastosowaniu reguty de 1’Hospitala mamy:

l x—e*+1 _li 1-e” _li et 1
!EP x(e* 1) !D;]e -1+ xe* !Epe +e* + xe” 2
Wyrazenie typu -0
Uwaga : Zastosowanie reguly de L’Hospitala do obliczania granic wyrazen

nieoznaczonych postaci: 0-o to zastosowanie nastepujacych przeksztatcen :

Przeksztalcenie :
i 109 _[0
x—a 1 a 0
lim g9 =[0-0]={ 9
X—>a lim %) g( ) z[f:l
x—»a 1 o0
f(x)
Przykiad
Obliczy¢ granice

- 1
||m(x—57z)tgx

X—>—7
2
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Rozwigzanie.
1
x——;zt X= =i =-1
lim(x-27)t9 I|m g M~
xezzz 2 xeazr — Sin2 «

Wyrazenie typu o, 0°, 1%

Rozpatrzmy wyrazenie (f(x))9%.
1. Jesli przy x—>c mamy f(X)— +oo i jednoczesnie g(x)— 0, to wyrazenie f(x)°® jest dla
= ¢ wyrazeniem nieoznaczonym postaci o’

2. Jesli przy x—>c¢ mamy f(x)— 0 i jednoczesnie g(X)— 0, to wyrazenie f(x)9™ jestdlax = ¢
wyrazeniem nieoznaczonym postaci 0°.

3. Jesli przy x—c mamy f(x)— 1 i jednoczesnie g(x)— oo, to wyrazenie f(x)%® jest dla
X = ¢ wyrazeniem nieoznaczonym postaci 1%.

W kazdym z tych przypadkow

In(f(x)9%) = g(x) In(f(x)) jest dla x = ¢ wyrazeniem postaci -0, ktore moze byé rozwiazywane
metodami oméwionymi wczesniej, z tym, ze trzeba pamigtac o nastepujacej zaleznosci:

Jesli lim(Iny) =L, to I|my—I|me =et

X—C

Przyklad

lim (tgx)"9** (0?),
xaE
Rozwigzanie:

Jezeli ograniczymy sie do sgsiedztwa 7/2, np. do przedziatu /4 < x <n/2,

to tgx — oo a tg2x — 0, zatem mamy wyrazenie oo’

In (tgx)'9% = tg2x-In(tgx) jest wyrazeniem 0-c0

Stosujac odpowiednie przeksztatcenie oraz regute de I’Hospitala otrzymujemy:

1 1
Ay Ane2
lim (tg2x-In(tgx)) = lim M: Iim_thEOZSX:—Z lim (sinxcosx) =0
x—2 x—2 x—2 2 x—2
2 2 2 cos‘ 2x 2
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Zatem lim (tgx)""> =e° =1

Vi
X—>—
2

Przyklad
lim x* (OO),

x—0"
Rozwiazanie:
In(X*) = x-Inx. jest to wyrazenie 0-c.
1
lim xIn x = lim X Z fim X — lim(—=x) =0
x—0" x—0" x—0" — x—0"

X x2

Zatem lim x* =¢e® =1

x—0"

Przyklad
1

lim(1+ 3x)2¢ (17).

Rozwiazanie:
In(1+3x)Y®) = (1/(2x))In(1+3x)
3
lim NA+30) i 143y, 3 3

x—0 2X x—0 2 x—0 (1_|_ 3)() - 2
1 3
zatem Iing(1+ 3x)2* =ge?



