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BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Dziedzina i zbior warto$ci funkcji.

Punkty przeci¢cia z osiami uktadu, parzysto$¢ lub nieparzystos¢.

Granice funkcji, asymptoty wykresu funkcji.

Pierwsza pochodna — przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne.
Druga pochodna — przedziaty wklestosci i wypuktosci, punkty przegiecia.
Tabelka

Szkic wykresu.
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BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI — PRZYKLAD
Fx)=x2 4+
X

Ad 1.

Dziedzina funkcji

Mianowniki muszg by¢ rézne od zera, stad: x = 0, a zatem D, =R \{0} = (-0;0) U (0;0) .
Zbior wartosci funkcji

W, =R

Ad 2.
Punkty przeciecia z osiami ukladu
Punkt lezy na osi x , gdy: f(x) =0, stad

3
loge Xt
X X
zatem: x°® +1=0 < x =-1. Zatem do wykresu funkcji nalezy punkt (-1;0)
Punkt lezy na osi y, gdy f(0)istnieje dla rozwazanej funkcji. Poniewaz w naszym przypadku

=0 ; ulamek jest rowny 0 wowczas, gdy jego licznik jest rowny 0, a

0 nie nalezy do dziedziny funkcji, stad f(0) - punkt przeciecia z osig y nie istnieje .

Parzystos¢ lub nieparzystos¢
Warunek parzystosci f(—x) = f(x) nie jest spetniony, stad funkcja nie jest parzysta.
Warunek nieparzystosci f (—x) = —f (x) nie jest spetniony, stad funkcja nie jest nieparzysta.

Ad 3.
Granice funkcji, asymptoty wykresu funkcji

Granice na koncach przedziatéw okreslonosci funkcji

] 1
lim x> +==0w-0=o0

X—>—0 X

) 1
limx?+==c0+0=00

X—00 X

Asymptota pionowa istnieje, gdy w punktach nieokreslonosci granica funkcji jest rowna +oo:

) 1
limx?+==0-00=-w
x—0" X
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) 1
limx?+==04w=0o0
x—0" X

Czyli funkcja ma asymptot¢ pionowg o rownaniu X = 0.
Asymptota pozioma : Funkcja ma asymptotg pozioma y = a, gdy istnieje granica funkcji w
nieskonczonosci. Poniewaz lim f(x) =lim f (x) = o0, zatem asymptota pozioma nie istnieje.

f(x)

Asymptota uko$na : y=mx+n, gdzie m= lim —= i n= lim[f(x)-mx].
X—too ¥ X—>Fo0
1
X*+= 3
. X . X +1 , .. .. . .

m = lim = lim —— = —o0 , stad asymptota ukosna nie istnieje (analogicznie w

X—>—00 X X—>-0 ¥
przypadku granicy w +oo).
Ad 4.

Pierwsza pochodna — przedzialy monotonicznosci i ekstrema lokalne
Pierwsza pochodna:

f'(x):[x2 +1j :(x2 +x‘1)v XX = 2x— &
X

x2
a dziedzina pochodnej pokrywa si¢ z dziedzing funkcji, czyli D;. = R \{0} = (—0;0) U (0; )
Przedzialy monotonicznosci:
Funkcja jest rosngca w przedziale, jezeli f'(x) > 0 w tym przedziale:
2x° -1
X

f'(x)>0<:>2x—i>0<:>

> > 0. Poniewaz znak ilorazu jest zawsze rowny znakowi
X

3

iloczynu, stad X =1 e x? (ZX3 —l)> 0. Poniewaz wielomian x” (2x3 —1) ma dwa

x2
miejsca zerowe: 01 3/0,5 (pamigtamy, ze 0 nie nalezy do dziedziny pochodnej ani funkcji), a
jego wykres wyglada nastepujaco:
1,5 1
1 4
0,5 1 /

1 15

-1,5

stad f'(x) >0 < x e (3/0,5;2)
Funkcja jest malejaca w przedziale, jezeli f '(x) < 0 w tym przedziale:
3 J—
-1 _he x2(2x* ~1)< 0, czyli x € (~0;0) U (0,3/05).

X2

f'(x)<0<:>2x—i2<0<:>
X

Ekstremum lokalne:

Funkcja ma ekstremum lokalne lub punkt przegiecia w punkcie (Xo ;Yo ) , jezeli pochodna
funkcji w tym punkcie roéwna si¢ zero. Jezeli ponadto w otoczeniu punktu (Xo ;yo ) pochodna
zmienia znak (z dodatniego na ujemny lub odwrotnie), to w punkcie (Xo ;Yo )jest ekstremum.
Jezeli znak zmienia si¢ z dodatniego na ujemny to jest to MAXIMUM, a jesli z uyjemnego na
dodatnie, to MINIMUM.
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2x° -1

X2

Dla rozwazanej funkcji jest tylko jeden punkt w ktorym moze by¢ ekstremum, jest to
x =3/0,5. Poniewaz na lewo od tego punktu, czyli dla x € (—;0) U (0,3/0,5) f'(x)<0,
natomiast na prawo od niego, czyli dla x € (3/0,5;%) f'(x) >0, czyli w otoczeniu punktu

f'(x)=0<:>2x—i2:0<:> 0=2x*-1=0<=x=3/05.
X

nastgpuje zmiana znaku pochodnej z ujemnego na dodatni. Tak wigc dla X, =3%/0,5 mamy

minimum lokalne funkcji. Dalej nalezy obliczy¢ warto$¢ funkcji w tym punkcie, czyli:
1

2
=f(/0,5)=305 + ~19
Yo ( ) %/O_,S

Ad 5.
Druga pochodna — przedzialy wklestosci i wypuklo$ci, punkty przegiecia
Druga pochodna:

f(x) =[(X2 +§” = [(x2 +x‘1)'] =(2x-x?) =2+2x° = 2+£3=_2X33+2

X X

dziedzina drugiej pochodnej pokrywa si¢ z dziedzing funkcji i z dziedzing pierwszej
pochodnej czyli D,. = R \{0} = (—=;0) L (0; ) .

Przedzialy wklestosci:

Funkcja jest wklesta jezeli f" (x) <0

2x% +2
XS

f'(x) <0< <0 X*(2x% +2)< 0o 2x*(x+1)x* - x+1)< 0. Wielomian

2x%(x +1)(x2 —-X +1) 0 nastepujacym wykresie:

PN Wb

-15 -1 -0,5 0,5 1 15

ORI ORI

przyjmuje wartosci ujemne dla x € (—=10), czyli w tym przedziale funkcja jest wklesta.

Funkcja jest wypukta jezeli f" (x) >0
2x° +2
X3

f'(x)>0<= >0 x3(2x3 +2)>O<:> 2x3(x+1)(x2 —x+1)>0<:> X € (—o0;—1) U (0; ).

Punkty przegiecia:

Warunkiem wystarczajacym istnienia punktu przegiecia w (Xo ;Yo ) jest istnienie drugiej

pochodnej funkcji rownej zeru w tym punkcie (f " (x) = 0), oraz zmiana znaku drugiej

pochodnej w otoczeniu tego punktu.

2x° +2
X3

fr(0)=0< =0 2x° +2=0 2(x+1)x* - x+1)=0e> x=—1.

A zatem jedynie w punkcie xo =-1 moze istnie¢ punkt przegigcia funkcji. Poniewaz dla
X € (—o0;=1) f'(x)>0, natomiast dla x € (-1,0) f" (x) <0, stad w otoczeniu Xo =-1 nastepuje

-3-
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zmiana znaku drugiej pochodnej, a wigc w tym punkcie funkcja ma punkt przegiecia.
Obliczamy warto$¢ funkcji dla Xo =-1:

s _3 g2, 1 _
Yo = f(-1)=¥-1 +ﬂ_o.
Ad 6.
Tabela
W tabeli umieszczamy wszystkie wyznaczone we wczesniej punkty i przedziaty miedzy
nimi:
X (—o0;=1) -1 (-10) 0 (0;3/0,5) 3/0,5 (3/0,5;0)
nie
- A ~1,
ke " 0 istnieje ¥ o ¥
- - - - +
) nie
Y \4 \4 \4 istnieje \4 0 /
(f. malejaca) | (f. malejaca) | (f. malejaca) (f. malejaca) (f. rosnaca)
. + 0 - nie + + +
) (f. wypukta) (f. wklgsta) istnieje (f. wypukta) | (f wypukta) | (f.wypukta)
uwagi | malejaca i punkt Malejacai | asymptota | malejacai | minimum | rosngca i
wypukta | przegiecia wklesta pionowa | wypukla lokalne wypukta
\ Yoo T o )
Ad 7.
Wykres
-6 5 1 3 5




