CWICZENIA 2 - TEORIA (typy macierzy, dzialania na macierzach)

I TYPY MACIERZY

Definicja 1: Macierzg rzeczywistqg Wymiaru m xn, gdzie m, n € IN nazywamy prostokatng tablice

ztozong z m'n liczb rzeczywistych, ustawionych w m wierszach i n kolumnach.

a1 @2 - A5 v @y
dpp Az v Apj azn
A=
g &2 & in
L 8my  am2 8mj amn_
Typy macierzy
1) Macierz zerowa — macierz, ktorej elementami sg zera tzn. aij= 0 dla 1<i<m orazl< j<n;

2)

3)

4)

5)

oznaczamy Omxn.

Macierz kwadratowa — macierz o takiej samej liczbie wierszy i kolumn, tzn. A= [aij] 1<i, j<n -

O elementach a; tej macierzy moéwimy, ze leza na gfownej przekqgtnej (diagonalnej).

Macierz diagonalna — macierz kwadratowa, ktorej elementy poza gtowna przekatng (elementy

pozadiagonalne) sg zerami.

a, 0 0 0
0 a, O 0
0 0 a, 0
0O 0 0 - a,

Macierz jednostkowa — macierz diagonalna, ktorej elementy lezgce na gltdéwnej przekatnej
(elementy diagonalne) sg rowne jeden.

Macierze trojkgtne

dolna (dolnotrojkatna)

gorna (gornotrojkatna)

a;; 0 0 o 0 a; 4ap a;s a,
Ay ay, 0 o 0 0 a, Ay a,,
d; Ady Qg3 0 0 0 Ay as,
anl a'n2 an3 o ann a L 0 0 O ann n

6) Macierz transponowana — AT macierz otrzymana przez zamiange miejscami wierszy i kolumn

macierzy A. Na przyktad jesli:

2

2 31 .
A= , to A =|3
3 45 A

o B~ W
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IT DZIALANIA NA MACIERZACH

1) DODAWANIE | ODEJMOWANIE

Niech A = [aij] i B = [bij] beda macierzami wymiaru m X n. Sumgq (réznicg) macierzy A i B nazywamy
macierz C = [cij], (co zapisujemy C = A + B), ktorej elementy okre$lone sg wzorem:

Cij = aij £ bij,
dlal<i<morazl<j<n.
Przyklad:
) 2 31 1 2 4 .
Niech A = , B= . Oblicz C=A+B oraz D=A-B:
3 45 3 4 7

2+41 3+2 1+4] [3 5 5 2-1 3-2 1-4] [1 1 -3
C=A+B-= - ;:D=A-B= - .
{3+3 4+4 5+7} {6 8 12} {3—3 4-4 5—7} {o 0 —2}

2) MNOZENIE PRZEZ LICZBE

Niech A = [aij] bedzie macierza wymiaru m X n oraz niech « bedzie liczbg rzeczywista. lloczynem
macierzy A przez liczbe o nazywamy macierz B = [bij], (co zapisujemy B = «a A), ktorej elementy
okreslone sg wzorem:

bij = « aij,
dlal<i<morazl<j<n.
Przyklad:
. 2 31 .
Niech Az{3 5} . Oblicz B=2A:

2-2 2.3 21 4 6 2
B:2A: = .
2-3 2-4 2.5 6 8 10

Wiasnosci dodawania macierzy i mnozenia macierzy przez liczbe

Niech A, B, C bedg macierzami tego samego wymiaru oraz niech «, f beda liczbami rzeczywistymi.

Wowczas:
1) A+B=B+A; 5 a (A+B)=aA+ aB;
2) A+ B+C)=(A+B)+C; 6) (a + p A= a A+ A,
3) A+0=0+A=A; 7)) 1-A=A;
4) A+(-A)=0; 8) (a B)A=a (BA).

3) ILOCZYN MACIERZY

Macierz A mozna pomnozy¢ przez macierz B tylko wtedy, gdy liczba kolumn macierzy A jest rowna
liczbie wierszy macierzy B.

Niech macierz A = [aij]] ma wymiar m >n, a macierz B = [bij~] ma wymiar n xp. lloczynem macierzy
A i B nazywamy macierz C = [cij] wymiaru m Xp, co zapisujemy C = AB, ktorej elementy okreslone sa
wzorem:

in™~nj

n
C; =auby; +a,b,;, +..+ayb, =D a,by
k=1

dlal<i<morazl<j<p.
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Przyklad:
2
. : . 3 1 2 3
1) Znalez¢ iloczyn macierzy A i Bdla A = oraz B = .
-1 1 -1 0 4
2 4

Zauwazmy, ze liczba kolumn macierzy A jest rowna liczbie wierszy macierzy B, a zatem macierze te
mozna pomnozy¢. Macierz C, ktérg otrzymamy bedzie mialta tyle wierszy co macierz A i tyle kolumn

co macierz B:A,, -B, ., =C, 5, czyli

12 Cy Cs

0 3| 1 2 3] |cy Cp C 2
C=AB= { =| # "2 "® | gdzie c; =Y a,b,(i=1234;j=1273).
-1 1]-10 Cy G 33 k=1

2 4 1Css Cpp Gy

Liczymy kolejne elementy pierwszego wiersza macierzy C:

2
: Za‘lkbkl = a11b11 +a12b21 =1-1+ 2'(_1) =-1,
k=1

2
[cof=2 b =a,b, +a,,b,, =1:2+210=2,
k=1

2
cal=Dayb, =a,b,+asb, =1-3+2 =11

k=1

i dalej elementy kolejnych wierszy macierzy C:

C,y =0-1+3-(-1) =-3, c,, =0-2+3-0=0, Cpy =0-3+3-4=12,
Cy=-11+1-(-)=-2, c€,=-1-2+1.0=-2, ¢, =-1-3+1-4=1,
Cyu=2-1+4-(-)=-2, ©¢,=2-2+4.0=4, ¢,=2-3+4-4=22,

-1 2 11
OtrzymaliSmy macierz C=| 30D :

-2 -2 1

-2 4 22

1 2 12 2 11421 1.2+2-3 1.2+21] [3 8 4
2) Dla A= , B= : C=AB= =
3 4 131 3-1+4.1 3-2+4-3 3-2+4.1| |7 18 10

Wiasnosci iloczynu macierzy

1) Niech macierz A ma wymiar m x n, a macierze B i C wymiar n x p. Wowczas:
A(B+C)=AB + AC.
2) Niech macierze A i B maja wymiar m x n, a macierz C wymiar n x p. Wowczas:
(A+B)C=AC+BC.
3) Niech macierz A ma wymiar m X n, a macierz B wymiar n x p oraz niech « bedzie liczba
rzeczywista. Wowczas:
A(aB)= (¢ A)B= aAB.
4) Niech macierz A ma wymiar m x n, macierz B wymiar n x p, a macierz C wymiar p x gq.
Wowczas:
(AB)C = A(BC).
5) Niech macierz A ma wymiar m x n. Wowczas:
Aln= InA.
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11T RZAD MACIERZY
Definicja 2
Rzedem macierzy A nazywamy maksymalng liczbe liniowo niezaleznych wektoréw (wierszy lub
kolumn) tej macierzy i oznaczamy przez rzA.

Rzad macierzy mozna zdefiniowac jeszcze w inny sposob:

Definicja 3

Rzgd macierzy jest to najwyzszy stopien niezerowego wyznacznika kwadratowej podmacierzy (minora)
tej macierzy (najwyzszy stopien jej nieosobliwej podmacierzy) (patrz ¢wiczenia 3 1 4).

W praktyce obliczanie rzedu macierzy sprowadza si¢ do przeksztalcenia macierzy A do postaci
bazowej (definicja ponizej), przy pomocy operacji elementarnych.

Definicja 4
Posta¢ bazowa macierzy (macierz bazowa) dla macierzy A :

A—[Ik R}
0, 10,

gdzie 1, jest macierza jednostkows stopnia k, za$ 0, i 0, s3 macierzami zerowymi.

Twierdzenie Kazda macierz A mozna za pomoca ciggu operacji elementarnych przeksztaici¢ do
macierzy bazowej, ktora zawiera podmacierz jednostkowg stopnia k. Wtedy rzA=k.

(Stopien k macierzy jednostkowej | otrzymanej w lewym goérnym rogu macierzy okresla rzad
macierzy).

Przeksztalcenia elementarne dla obliczania rzedu macierzy

1) Dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbg r6zng od zera.
e Wi—>W,; +cW; bedzie oznaczaé operacj¢ dodania do i-tego wiersza wiersza j-tego
pomnozonego przez liczbeg ¢ (r6zng od zera).
2) Dodanie do kolumny innej kolumny pomnozonej przez liczbe r6zng od zera.
e Ki—Ki +cK; bedzie oznacza¢ operacj¢ dodania do i-tej kolumny kolumny j-tej,
pomnozonej przez liczbe ¢ (r6zng od zera).
3) Pomnozenie kolumny przez liczbe r6zng od zera.
e Kj—cCKj bedzie oznacza¢ operacje¢ pomnozenia i-tej kolumny przez liczbe ¢ (r6zng od
zera).
4) Pomnozenie wiersza przez liczbg r6zng od zera.
e Wi—cWi bedzie oznaczaé operacje pomnozenia i-tego wiersza przez liczbe ¢ (r6zng od
zera).
5) Zamiana miejscami dwoch kolumn.
o KioK|bedzie oznaczac operacje¢ zamienienia miejscami i-tej i j-tej kolumny.
6) Zamiana miejscami dwoch wierszy.
o  Wi<>W, bedzie oznacza¢ operacje zamienienia miejscami i-tego i j-tego wiersza.

Wymienione wyzej przeksztatcenia elementarne nie zmieniaja rzedu macierzy.

Przyklad:
10 2 -1 2

1) Obliczy¢ rzad macierzy A=|-1 1 -2 3 -3].
2 0 4 -2 4
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10 2 -1 2
-1 1 -2 3 3| %%,
4 -2 4

N
o

1 0 2
0 10
2 0 4

-1 2
2 -1
-2 4

R

Wy W, —2W,

W lewym gornym rogu otrzymali$my macierz jednostkowg stopnia 2, stad rzA = 2.

1 0
. : 1 1
2) Obliczy¢ rzad macierzy A = s 0o
3 -1
1 0 10 1 0
1 1 30
W, W, W, 0 1
2 0 21 2 0
3 -1 10 3 -1
1 0 1 0 10
01 2 0 1
W, W, +W, 0
0 0 0 1 00
0 -1 -2 0 00
Stad rzA =3.
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