CWICZENIA 3i4 - TEORIA (wyznacznik, macierz odwrotna)
| WYZNACZNIK
Definicja 1
Wyznacznikiem macierzy kwadratowej nazywamy funkcje, ktora kazdej macierzy rzeczywistej

kwadratowej A = (aij) przyporzadkowuje liczbe rzeczywistg detA. Funkcja ta okre$lona jest wzorem
indukcyjnym:

1) Jezeli A ma stopien n = 1, to detA = a,;

2) Jezeli macierz A ma stopien n, to
det A = ai1 Di1 + ai2 Diz2 +. . .+ &in Din
lub

det A=ayjDij+azjD2j+. ..+ anjDnj
gdzie 1<i, j <n, a symbol Dijoznacza dopetienie algebraiczne elementu aij .
Definicja 2
Dopetnieniem algebraicznym elementu aij macierzy A nazywamy liczbe

Dij=(-1)"* Jdet Ajj

gdzie Aijoznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie i-tego wiersza i j-tej
kolumny.

Przyklad:
1 21
Niech A=|2 3 1|. Na przyklad A1z powstanie przez skreslenie pierwszego wiersza i trzeciej
4 21
kolumny macierzy A:
2
2 3
A,=[2 3 1|=
4 2
4 2 1

OBLICZANIE WYZNACZNIKOW

Wyznacznik macierzy kwadratowej A oznaczany jest przez det A lub przez | A |.
1) Wyznacznik stopnia 2 — wg wzoru:

all a12

detA = =8,,8,, — 8,8,

aZl 22

Przyklad:
1 2
Niech A = [3 4} . Obliczamy wyznacznik macierzy A:

1
detA =
3

2
‘:1-4—3-2:—2
4

2) Wyznacznik stopnia 3 — metoda Sarrusa:
all a'12 a‘13 a‘11 a12
dEtA = a'21 a‘22 a23 a21 a'22 = (a11a22a33 + a12a23a31 + a'13a‘21a32)_ (a13a22a31 + a11a23a32 + a'12a21a‘33)
a31 a32 a‘33 a31 a32
Przyklad:

1 21
Niech A=|2 3 1|.Obliczamy wyznacznik macierzy A:
4 21
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121412
detA=2 3 1 2 3=(1-3-1+2-1-4+1.2-2)—(4-3-1+2-1.1+1.2-2)=15-18 = -3
4 2 1 4 2

3)  Wyznaczniki stopnia wigkszego niz 3 — metoda zwana rozwinieciem Laplace’a:

W tym przypadku korzystamy z jednego ze wzorow z punktu 2 definicji 1
(det A = ajr Di1 + ai2 Di2 +. . .+ a@in Din lub det A = ayj Dyj + a2j D2j +. . .+ @njDnj).

Przyklad:
1 211
_ 2 3 2 2 . : .
Niech A = . Obliczamy wyznacznik macierzy A:
310 3
4 2 11

Obliczanie wyznacznika stopnia wigkszego niz 3 zaczynamy od wybrania wiersza lub kolumny na
bazie ktorej bedziemy oblicza¢ wyznacznik. Zazwyczaj, dla skrdcenia obliczen, wybieramy taki wiersz
albo taka kolumng, w ktorej jest najwigcej zer. Wybierzmy zatem trzecig kolumne.

W pierwszym kroku zapisujemy wzor na wyznacznik macierzy A:

1211
2 322

detA=[ || J=1'Dy+2:Dy+0:Dyy+1:Dyy =1-Dys +2-Dyy +1- Dy
4 2101]1

Nastepnie obliczamy warto$¢ dopetnien algebraicznych Dis:

) 2 ) 2 32 23223
D13=(—1)1+33 . 3=(—1)“3 1 3=[3 1 331=
4 2 1 |4 2 142
4 2 1
=(2-11+3-3-4+2-3-2)-(2-1-4+2-3.2+3-3.1)=21
12 1
_ 1 . 2 1 12 112
D,, (—1)2”; I f ;=(—1)53 1 3=(-1)3 1 331=
1 4 2 142
4 2 1
=(-11-1-1+2-3-4+1-3-2)-(1-1-4+1-3-2+2-3-1)|] =15
12 1
) 3 ) 2 1 12 112
D,, (—1)‘”33 . 3=(—1)72 3 2=(-1)2 3 2/23=
313 31331
4—2—1—1

=(-1)2-3-3+2-2-3+1-2-1)-(1-3-3+1-2-1+2-2-3)| =0
Teraz wystarczy podstawi¢ obliczone warto$ci do wzoru:
detA=1-D,;+2-Dy+1-D,; =1-21+2-(-15)+1-0=-9

4)  Wyznaczniki dowolnego stopnia — sprowadzanie do macierzy dolno lub gérnotréjkgtne;j:
W tej metodzie wykorzystujemy wtasnosci wyznacznikow.
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WELASNOSCI WYZNACZNIKOW
1) Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajgcej kolumne (wiersz) ztozong z samych zer jest
rowny 0;

2) Wyznacznik macierzy kwadratowej majacej dwie (dwa) jednakowe kolumny (wiersze) jest
rowny 0;

3) Wyznacznik macierzy kwadratowej zmienia znak, jezeli przestawimy mig¢dzy sobg dwie
kolumny (dwa wiersze);

4) Jezeli wszystkie elementy pewnej kolumny (wiersza) macierzy kwadratowej zawierajg wspolny
czynnik, to czynnik ten mozna wylaczy¢ przed wyznacznik tej macierzy;

5) Wyznacznik macierzy kwadratowej, w ktorej elementy pewnej kolumny (wiersza) sa sumami
dwoch sktadnikéw jest rowny sumie wyznacznikoéw macierzy, w ktorych elementy tej kolumny
(wiersza) s zastgpione tymi sktadnikami;

6) Wyznacznik macierzy nie zmieni sig, jezeli do elementow dowolnej kolumny (wiersza) dodamy
odpowiadajace im elementy innej kolumny (wiersza) tej macierzy przemnozone przez dowolng
liczbg;

7) Wyznaczniki macierzy i macierzy transponowanej sa rowne.
8) Wyznacznik macierzy trojkatnej jest rowny iloczynowi jej elementow diagonalnych.
9) Wyznacznik iloczynu macierzy jest rowny iloczynowi wyznacznikow det (A'B)=(det A)(det B).

Z powyzszych wlasno$ci (zwlaszcza wlasnos$ci 6 1 8) korzystamy w szczego6lnos$ci podczas obliczania
wyznacznikow macierzy duzych stopni.

Wprowadzmy na poczatek nastepujace oznaczenia dla operacji elementarnych stosowanych podczas
obliczania wyznacznikow.

Operacje elementarne dla obliczania wyznacznikow

1) Dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbe r6zng od zera.

e Wi—>W,; +cW; bedzie oznacza¢ operacj¢ dodania do i-tego wiersza, wiersza j-tego
pomnozonego przez liczbeg ¢ (r6zng od zera).

2) Dodanie do kolumny innej kolumny pomnozonej przez liczbe r6zna od zera.

e Ki—Ki +cKj bedzie oznacza¢ operacje dodania do i-tej kolumny, kolumny j-tej,
pomnozonej przez liczbe ¢ (r6zng od zera).

3) Pomnozenie kolumny przez liczbe rozng od zera.

e Ki—cKi bedzie oznacza¢ operacj¢ pomnozenia i-tej kolumny przez liczbe ¢ (z punktu 4
wlasnos$ci wynika, ze jezeli mnozymy kolumng przez stalg to caly wyznacznik musimy
pomnozy¢ przez jej odwrotno$c).

4) Pomnozenie wiersza przez liczbe rozng od zera.

e Wj—CWi bedzie oznaczaé operacj¢ pomnozenia i-tego wiersza przez liczbg ¢ (z punktu 4
wlasnosci wynika, Ze jezeli mnozymy wiersz przez stala to caly wyznacznik musimy
pomnozy¢ przez jej odwrotnosc).



Przyklad:
5
3
Niech A={-1 2
0
0

0 O
0 O
-2 0
-4 -1
-2 0

postaci dolnotréjkatne;.
Element a;1 macierzy A jest rowny 3. Dla ulatwienia obliczen zamiehmy wig¢c miejscami wiersz
pierwszy i drugi. Jak wiemy z wtasnosci 3, taka operacja spowoduje zmian¢ znaku wyznacznika na

przeciwny

Nastepnie, przy pomocy operacji

detA = (-1)-1

3
5
2
0
0

Mnozymy drugi wiersz przez - -

detA =

0 0
0 0
2 0
—4 -1
2 0

liczby, czyli przez -4.

(-1(-4)-1

(-1)-4 -1

Stad detA = (~1(~4)-1-1-(~ 2). (_1).(_Ej _

Definicja 3

5

-6

0 0
0 0
2 0
—4 -1
2 0
0 0
0 0
2 0
—4 -1
2 0

O N O -

5 0 O
3 0 O
2 -2 0
0 -4 -1
0 -2 O

(-1

P O N O -
Il

o N O W

0

0 O
0 O
-2 0
-4 -1
-2 0
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. Oblicz wyznacznik macierzy A poprzez sprowadzenie jej do

P o N P O

elementarnych, przeksztalcamy macierz tak, aby wszystkie jej
elementy znajdujace si¢ na prawo od gtownej przekatnej bylty rowne 0:

R o N -

1

3 -4 0
Ky —(=3)K K, )(_1 1

3 -9

2 -6

0

—2 0
—4
—2 0

0 O
0 1
2
-1 0
1

1
W, —{—ZJWZ

e i

czyli caly wyznacznik musimy pomnozy¢ przez odwrotnos$¢ tej

Ks—{%ijrKs

y(—1)-4

4

-30

1

-1
3
2

0 0
1 0
5 -2 0
—9 -4
6 -2 0

-1 -

Ky e[%j K3+Kjg

N
7

0
0

o O o o

-1
15

Macierzq nieosobliwg nazywamy taka macierz kwadratowg A, dla ktorej det A = 0.
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Il MACIERZ ODWROTNA
Definicja 4
Macierzq odwrotng do macierzy kwadratowej A nazywamy taka macierz A%, ze

AAL=ATIAZ
gdzie | jest macierzg jednostkowg tego samego stopnia co macierz A.

Uwaga: Tylko macierze nieosobliwe (det A#0) posiadaja macierz odwrotna.

Uwaga: Wyznacznik macierzy odwrotnej jest rowny odwrotnoSci wyznacznika det(A‘1 ) 1 :

 detA

METODY WYZNACZANIA MACIERZY ODWROTNEJ
1) rownanie macierzowe jesli macierz A jest stopnia n, to
Xll cee Xl
Al =
Xy @ X

n

nn

Elementy macierzy Al wyznaczamy z rOwnania macierzowego AA =1,

2) ze wzoru
1
At=——ID, [,
gdzie [Dij ]T jest transpozycja macierzy ztozonej z dopetnien algebraicznych, czyli macierzy
D11 Dln
[Dij]=
Dnl Dnn
Przyklad:
-1 -1 -1
Niech A=| 2 1 4 |. Wyznacz macierz odwrotna.
1 1 2

Tego typu zadania zawsze rozpoczynamy od obliczenia wyznacznika macierzy A. W naszym
przypadkudet A =1, czyli mamy do czynienia z macierzg nieosobliwg i mozna wyznaczy¢ jej
odwrotnos$¢. Macierz A jest rzedu 3, zatem musimy obliczy¢ dopetnienia algebraiczne 9 elementow:

41 4 L2 4 302

Dy :(_1)1 11 2‘ =-2, D, = (_l)l i 1 2‘ =0, Dy = (_1)1 i 1 il:]-
+ -1 - + -1 - + -1 -

D,, :(_1)2 ' 1 21‘ =1, D,, :(_1)2 ’ 1 21‘ =-1, Dy :(_1)2 ’ 1 11‘ =0
- -1 - -+ -1 - + -1 -

D, = (_1)3 ' 1 41‘ =-3, Dy = (_1)3 ’ 2 41‘ =2, Dg= (_1)3 ’ 2 11‘ =1

Obliczone dopetnienia algebraiczne podstawiamy do wzoru i otrzymujemy:
-2 0 1] [-2 1 -3]
1 -1 0, =0 -1 2

-3 2 1 1 0 1

A=

e

Sprawdzamy, czy uzyskali§my prawidlowy wynik:
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(-2 1 -3][-1 -1 -1] (1 00
A*A=|0 -1 2 2 1 4/=010
11 0 1 1 1 2 0 01
[
-1 -1 -1]-2 1 -3 1 0
AAT =2 1 4|0 -1 2|=|0 0].
111 21 0 1 0 1

3) Algorytm odwracania macierzy (metoda eliminacji Gaussa-Jordana)

W tej metodzie wykorzystywac bedziemy nastepujace dwa twierdzenia:

Twierdzenie Jezeli macierz kwadratowa A jest macierza nieosobliwg (detA#0), to istnieje ciag
przeksztatcen elementarnych sprowadzajacych te macierz do macierzy jednostkowe;j.

Twierdzenie Jezeli ciag przeksztatcen elementarnych sprowadza nieosobliwa macierz kwadratowg
stopnia n do macierzy jednostkowej stopnia n, to ten sam ciag przeksztatcen elementarnych sprowadza
ta sama macierz jednostkowa do macierzy A (przeksztatcenia dokonujemy tylko na wierszach).

Jezeli w trakcie przeksztatcen elementarnych otrzymamy wiersz lub kolumne zerowa tzn., ze macierz
odwrotna nie istnieje.

Wykorzystywac bedziemy zatem nastgpujace przeksztalcenia elementarne:

Przeksztalcenia elementarne dla obliczania macierzy odwrotnej

1) Dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbe r6zng od zera.
e W;—>W; +cW; bedzie oznacza¢ operacje dodania do i-tego wiersza wiersza j-tego
pomnozonego przez liczbe ¢ (r6zng od zera).
2) Pomnozenie wiersza przez liczbe r6zng od zera.
e W;—CWi bedzie oznacza¢ operacje pomnozenia i-tego wiersza przez liczbe c.
3) Zamiana miejscami dwoch wierszy.
o  Wic>W, bedzie oznaczaé operacje zamienienia miejscami i-tego i j-tego wiersza

Przyklad:
-1 -1 -1
Niech A=| 2 1 4 |. Wyznacz macierz odwrotng metoda eliminacji Gaussa-Jordana
1 1 2

Macierz odwrotng metoda Gaussa-Jordana wyznacza si¢ korzystajac ze schematu __ I
przedstawionego po prawej stronie. Czyli zaczniemy od zapisania tacznie macierzy A :

I macierzy jednostkowej | (oddzielamy je pionowg kreska) T,

-1 -1 -1 100
[Al]=l2 1 4] 0 1 o]
1 1 2[00 1

Nastepnie bedziemy wykonywac operacje elementarne (tylko na wierszach) utworzonej macierzy
klatkowej, tak aby po lewej stronie uzyska¢ macierz jednostkowa.

I A
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-1 -1 -1 100 001 101
2 1 4] 0 1 |22 512 1 4 0 1 0| Te2e?W
_112001 1 12 0 0 1
0 0 11 10 1] wow-w [0 0 1 1 0 1
0 -1 0 0 1 -2 W™ <190 1 0 0 -1 2 Wy W, W,
11 200 1 110 -2 0 -1
001 1 0 1 100 -2 1 -3
010 0 -1 2|—%%,010 0 -1 2
100 -2 1 -3 001 1 0 1

Uzyskali$my macierz klatkowa, w ktorej po lewej stronie jest macierz jednostkowa, natomiast po
prawej stronie jest macierz odwrotna do macierzy A:

100 -2 1 -3 -2 1 -3
at]=lo 10 0o -1 2|, stad A'=|0 -1 2
001 1 0 1 1 0 1

Sprawdzamy, czy uzyskaliSmy prawidtowy wynik:
-2 1 -3|[-1 -1 -1
A'A=| 0 -1 2 2 1 4
1 0 1];/1 1 2

3

o O
—~ O O
[ ——




