CWICZENIA 5i 6 - TEORIA (ukltady rownan, wzory Cramera, metoda eliminacji Gaussa)

| UKLAD ROWNAN
Definicja 1 Uktad m rownan liniowych z n niewiadomymi X1, X2, ...., Xn:

X, +a,X, +--+a, X, =h

1nn

Ay X, +8yX, +--+ 8, X, =h,

2n"*n

Definicja 2 Postaé macierzowa uktadu rownan:

A Qg | X bl
a, ay a,, || X2 _ bz
, a‘ml amz a‘mn Xn bm
A X b
lub krécej Ax = b, gdzie:
a, a, - q, Xy bl
a a - a X b
A= 21 22 2n X = 2 b= 2 .
a a a X b

ml m2

Macierz A nazywamy macierzq uktadu rownan, wektor b nazywamy wektorem wyrazéow wolnych
(kolumng wyrazéw wolnych).

Definicja 3 Macierzg rozszerzong ukladu réwnan liniowych nazywac¢ bedziemy macierz uktadu z
dotaczong kolumnag wyrazéw wolnych

a; 4, - q, bl
a a -+ a, |b
L) e B
a‘ml a‘mZ a‘mn bm

Il ROZW. UKEADU ROWNAN PRZY POMOCY MACIERZY ODWROTNEJ

Do rozwigzywania uktadu réwnan z wykorzystaniem macierzy odwrotnej potrzebna nam bedzie postaé
macierzowa tego uktadu. Ponadto muszg by¢ spetnione nastepujace warunki:

1) Macierz A musi by¢ kwadratowa.
2) Macierz A musi by¢ macierzg nieosobliwg, czyli jej wyznacznik musi by¢ rdézny od zera,
detA+#0.
Uwaga Warunek 2) jest rOwnowazny warunkowi 3):

3) Rzad macierzy A musi by¢ rowny jej wymiarowi, tzn. rzA = n.
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Algorytm rozwigzywania uktadu rOwnan przy pomocy macierzy odwrotne;j:
1) Zapisujemy uktad réwnan liniowych w postaci macierzowej Ax = b, gdzie

a, a, - Xy bl

a, a, - a X b
A=l 22 2n X = 2 b= 2|

ay a, - a, X, bn

2) Sprawdzamy czy macierz A jest nieosobliwa
3) Wyznaczamy macierz odwrotng A,
4) Rozwiazanie uktadu rownan jest postaci X = A™lb.

Przyklad:
Rozwigz uktad rownan

X, — X, —2X; =1
X, +2X; =2
X, =X, =X =3

Rozwigzanie:
1) Zapisujemy uktad réwnan liniowych w postaci macierzowej Ax = b, gdzie
1 -1 -2 X, 1
A=0 1 2|, x=[x,|,b=|2].
1 -1 -1 X, 3
2) Sprawdzamy czy macierz A jest nieosobliwa
1 -1 -2
det(A)=0 1 2 =1.
1 -1 -1

Wyznacznik macierzy detA+0, zatem macierz A jest nieosobliwa.
3) Wyznaczamy macierz odwrotng A

1 1 0
Al=l2 1 -2/
-1 0 1

4) Rozwigzanie uktadu rownan jest postaci X = A™b
1 1 0|1 1.1+1-2+0-3 3

x=A"b=|2 1 -2|2|=| 2:1+1-2-2-3|=|-2|,
-1 0 1|3 -1-1+0-2+1-3 2

zatem
X, 3
X, |[=|-2],
Xq 2

czyli rozwigzaniem uktadu rownan jest trojka X1=3, X2=-2 1 X3=2.
111 ROZW. UKEADU ROWNAN PRZY POMOCY WZOROW CRAMERA

Podobnie jak w poprzednim paragrafie, w przypadku rozwigzywania uktadu réwnan z wykorzystaniem
wzoréow Cramera przydatna jest posta¢ macierzowa tego uktadu. Ponadto musza by¢ spelnione
nastepujace warunki:
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1) Macierz A musi by¢ kwadratowa.
2) Macierz A musi by¢ macierza nicosobliwa, czyli detA#0.

Algorytm rozwigzywania uktadu réwnan przy pomocy wzoréw Cramera:
1) Zapisujemy uktad roéwnan liniowych w postaci macierzowej AX = b.
2) Obliczamy wyznacznik macierzy A, detA (nalezy pamigtaé, ze musi by¢ spelniony warunek

detA#0).
a,;, a, - q,
a a cee a
detA = 21 22 2n
anl anz o a‘nn

3) Obliczamy wyznaczniki macierzy A, dla i=1,2,....,n. Macierze A, powstaja poprzez
zastgpienie i-tej kolumny macierzy A, kolumng wyrazow wolnych.

| & o Qg a;; bl ey, a, a, - bl

b,| a, -+ a a,, |b a a, a b

detAX [ |~2 22 2n , detAX _|%z 2 2n o detAX _|%z 22 2
1 .o oo e ) 2 .o oo n oo oo

bn a, - Ay any bn an, ay Ay, bn

4) Korzystamy z twierdzenia Cramera, mowiagcego, ze jezeli detA#0 to uktad réwnan posiada
jednoznaczne rozwigzanie, ktore jest dane za pomocg wzoréw:

detA, detA, detA,
X, = ~, X, = e, X, = —.
detA detA detA

Przyklad:
Rozwiaz uktad réwnan korzystajac ze wzorow Cramera

— X +12X, + X, =6
—2X, +6X, —2X; =0
—4X, + 24X, —X, =6

Rozwiazanie:
1) Zapisujemy uktad réwnan liniowych w postaci macierzowej Ax = b, gdzie
-1 12 1 X -6
A=|-2 6 -2|,x=[X,|,b=| 0].
-4 24 -1 Xg 6
2) Obliczamy wyznacznik macierzy A
-1 12 1
detA=|-2 6 -2/=6.
-4 24 -1

3) Obliczamy wyznaczniki macierzy A, dlai=1,2,3

~6 12 1 -1 -6 1 -1 12 -6
detA, =|0 6 -2=-432, detA, =-2 0 -2=-60, detA =[-2 6 0|=252.
6 24 -1 —4 6 -1 —4 24 6

4) Rozwigzaniem rownania jest trojka
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det A _ detA _ detA
_GA, e L, AL e, GRAL 252

%7 T GetA 6 ) ] det A 6 "~ detA 6
IV ROZW. UKLADU ROWNAN METODA ELIMINACJI GAUSSA

Dwie wyzej opisane metody rozwigzywania ukladow réwnan liniowych mogg by¢ stosowane jedynie
w przypadku, gdy uktad ma doktadnie tyle niewiadomych ile wystepuje w nim rownan, a ponadto
macierz tego ukladu jest macierza nieosobliwg. Nizej zostanie przedstawiona metoda rozwigzywania
uktadow rownan, ktéra moze by¢ stosowana ZAWSZE, w przypadku dowolnego uktadu, bez czynienia
dodatkowych zatozen. A zatem metoda ta jest metodg uniwersalna.

Postaé zredukowana macierzy

Mowimy, ze macierz A jest w postaci zredukowanej, jezeli sg spelnione nast¢pujgce warunki:

1) Poczawszy od pewnego wiersza wszystkie nastepne wiersze macierzy sktadaja si¢ z samych zer.
Powyzej tego wiersza nie ma wierszy sktadajacych sie z samych zer

2) W kazdym niezerowym wierszu pierwszy od lewej niezerowy wyraz jest rowny 1. Czasami
nazywa si¢ go wiodgcq jedynkq wiersza. W przyktadach wiodace jedynki zaznaczone sa
czerwonymi ramkami.

3) Jezeli dwa sasiednie wiersze nie sg ztozone z samych zer, to wiodaca jedynka wyzszego wiersza
znajduje si¢ na lewo od wiodacej jedynki nizszego wiersza.

Przyklad:

o o o o
o o o[E=]

|
o o[=1L
o o w N
o[=]lo o
o o olr|
o o[=]o
o[Elo o
—~]lo o o

oooooH
o o o of[F]N

© o o[F]o &

O O O O U1 O

Operacje elementarne dla eliminacji Gaussa

1) Zamiana miejscami dwoch wierszy macierzy.
e  Wic>W, bedzie oznaczaé¢ zamiang miejscami wiersza Wi z wierszem W;.
2) Pomnozenie wiersza macierzy przez liczbe rozng od zera.
e Wi—cWi bedzie oznacza¢ operacj¢ mnozenia i-tego wiersza przez liczbe c r6zng od zera.
3) Dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbg r6zna od zera.
e W;—>W; +cW; bedzie oznacza¢ operacje dodania do i-tego wiersza wiersza j-tego
pomnozonego przez liczbe ¢ (r6zng od zera).

Algorytm rozwiazywania uktadu réwnan metoda eliminacji Gaussa

1) Zapisujemy macierz rozszerzong uktadu rownan

a; 9, - 4 bl
a a -+ a, |b
[Alp}=) =
Ay Ay, o a‘mnbm

2) Przy pomocy przeksztalcen elementarnych wykonywanych wylacznie na wierszach,
sprowadzamy macierz rozszerzong do postaci zredukowanej (posta¢ zredukowang musimy

4
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stworzy¢ z macierzy A, wektor wyrazow wolnych (za pionowa kreskg) moze mie¢ postac
dowolng).

e Aby to zrobi¢, w pierwszej kolejnosci przestawiamy wiersze macierzy rozszerzonej tak,
aby w pierwszej kolumnie pierwszego wiersza byt element niezerowy, najlepiej 1.

e Jezeli w wyniku przestawienia wierszy nie da si¢ uzyska¢ 1 w pierwszym wierszu
pierwszej kolumny (element ai1), to dzielimy pierwszy wiersz przez ten element
(Wi—(1/a11)Wi). W ten sposob uzyskujemy 1 w pierwszej kolumnie pierwszego wiersza.

e Nastepnie wykorzystujemy jedynke otrzymang w powyzszy sposob do uzyskania zer w
pierwszej kolumnie pozostatych wierszy.

e Podobnie jak w kroku pierwszym otrzymujemy jedynk¢ w nastgpnej kolumnie
nastepneg0 wiersza i zera w pozostatych wierszach tej kolumny.

e itd., az do uzyskania postaci zredukowanej macierzy A.

3) Rozstrzygamy istnienie rozwigzan uktadu. Tu mozliwe sg trzy sytuacje:

Uktad sprzeczny: Jesli w zredukowanej postaci macierzy rozszerzonej wystgpuje wiersz postaci
[0,0,...,0] K], k0

Uktad nieoznaczony (nieskonczenie wiele rozwigzan): Jesli w zredukowanej postaci macierzy
rozszerzonej wystepuje wiersz sktadajacy si¢ wytacznie z elementow zerowych lub m<n.

Jednoznaczne rozwigzanie: W pozostatych przypadkach przeksztatcenia prowadza do macierzy postaci
[In | r], gdzie In jest macierzg jednostkowa stopnia n a r jest wektorem rozwigzan uktadu.

Przyklad: (jednoznaczne rozwigzanie)
Rozwiaz uktad réwnan
3X; +2X, + X, =5
X, +9X, =4
X, +2X, +3X; =3
1) Zapisujemy macierz rozszerzong uktadu rownan:

3 2 15
0 1 54
1 2 33

2) Przy pomocy operacji elementarnych sprowadzamy macierz do postaci zredukowanej:

e Zamieniamy miejscami pierwszy 1 trzeci wiersz, aby uzyska¢ 1 (wiodaca jedynka — w
czerwonej ramce) w pierwszej kolumnie pierwszego wiersza

32 15 1 2 33
0 1 54| M<% yij0 1 54
1 2 33 3 2 15

e Wykorzystujemy tak uzyskang jedynke do uzyskania zer w pierwszej kolumnie
pozostatych wierszy. (Do wiersza trzeciego dodajemy wiersz pierwszy pomnozony przez
-3. Zwro¢my uwagg, ze wiersz pierwszy zostaje bez zmian.)

1 2 33 1 2 3[3
0 1 54| —wowsw g 1] 5|4
3 2 15 0 -4 -g-4
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e W drugiej kolumnie drugiego wiersza jest liczba a>=1 (wiodaca jedynka — w czerwonej
ramce), wiec nie musimy wykonywa¢ dodatkowych operacji aby ja uzyskac. Aby
uprosci¢ obliczenia podzielimy trzeci wiersz przez -4 (pomnozymy przez -1/4), a
nastepnie przy pomocy wiodacej jedynki drugiego wiersza, czyli elementu az=1,
uzyskamy zera w drugiej kolumnie pozostatych wierszy macierzy

1 2 3|3 . 1 2 33 1 0 -7-5 1 0 -7-5
Wa—>——Ws —W, —2W. W3 oW, -W.
0 1 5|4 |—4A—0 1 54522 yj0 1 5|4 |2 30 1 5|4
0 -4 -8-4 0 1 21 01 2|1 0 0 -3-3
e Tworzymy wiodacg jedynke 1 w trzecim wierszu trzeciej kolumny i wykorzystujemy ja

do uzyskania zer w pozostatych wierszach tej kolumny. (Zaczynamy od pomnozenia
ostatniego wiersza przez -1/3.)

1 0 -7-5 . 1 0 -7/-5 1 0 -7/-5 1 0 02

W3 —>——Wj;
01 5/4|——2—5|0 1 5|4 |22 40 1 0-1|—2W 450 1 0-1
0 0 —-3-3 0 0 @ 1 0 0 1|1 0 0 11

3) Jak wida¢ w wyniku przeksztalcen elementarnych sprowadziliSmy macierz do postaci
jednostkowej, a zatem uktad ma jednoznaczne rozwiazanie. Rozwigzanie to odczytujemy
pamigtajac, ze kolejnym kolumnom macierzy ,,odpowiadaja” kolejne zmienne, czyli

1 0 0 2 1x, +0x, + 0x, 2 X 2
0 1 0-1] - 0x, +1x, +0x, |=| -1 — X, |=|-1
0 0 11 0x, +0x, +1x, 1 X3 1

A zatem rozwigzaniem jest trojka X1=2, X2=-1, x3=1.

Przyklad: (uktad nieoznaczony)
Rozwiaz uktad rownan

X, +2X, = X3 + 2%, +2X, = 11

2X, +4X, =2X; + X, +6X; = 5
12X, — Xy +2X; +3X, = 16

— X, = 2%, + X3 =X, —4X; =X, = -9

Jak wida¢ w tym przypadku liczba réwnan jest mniejsza niz liczba niewiadomych, a zatem uktad ten
moze by¢ albo sprzeczny, albo posiada¢ nieskonczenie wiele rozwigzan.
1) Rozwiazywanie uktadu rozpoczynany od utworzenia macierzy rozszerzonej tego uktadu:

1 2 -1 0 2 211
2 4 -2 1 6 05
1 2 -1 0 2 316

-1 -2 1 -1 -4 -1-9
2) Przeksztalcamy macierz uktadu do postaci zredukowanej:
i 2 -1 0 2 211] 1 2 -1 0 2 211
2 4 -2 1 6 05 W, W, 20, 0O 0 O 2 417
1 2 -1 0 2 316 1 2 -1 0 2 316
-1 -2 1 -1 -4 -1-9] -1 -2 1 -1 -4 -13-9
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1 2 -1 0 2 211 12 -1 0 2 21
0 0 0 1 2 -4-17 —4—
W, ->W, +W; 0 0 0 1 2 4 17 W, ->W, +W,
0O 0 0 0 o 5 00 0O 0 O 5
-1 -2 1 -1 -4 -}4-9 0O 0 0 -1 -2 2
(12 -1 02 211] 12 -102 21
00 012 —4-17 wolw, |00 0 1 2 —4-17|
00 O0O0O 15 00 0O0PO 5
00 00 0 -3-15 00 O0O0O 5
(12 -1 02 211] 12 -102 01
0 0 0 1 2 -4-17 -4/
W ->W; —2W, O 0 0 1 2 4 1 7 W, ->W, +4W,
00 0O0O 15 00 O0O0O 5
00 000 00 00 00O 00
(12 -1 0 2 01]
00 012 03
0 0 000 15
00 00 0 00]
3_) Odczytujemy rozwigzanie:
12 -10 2 01 1x, +2x, —1x; +0x, + 2X; + 0x, 1
00 012 03 0x, +0x, +0x; +1x, +2%; +0x; | |3
00 00 0 15 0X, +0X, +0x, +0x, +0x; +1%, | |5|
00 0 0 0 00] 0x, +0x, +0x; +0x, +0x; + 0Xq 0
Czyli
Ix, +2x, =1x, + 2%, =1
Ix, +2x, =3
1xs =5

4) Z tej postaci wyznaczamy Xi, X4 i Xe:
X, =1—-2X, + X3 — 2X;
X, =3—2X
Xg =9
Widzimy, ze X2, X3 | X5 s§ parametrami, a X1, X4 | Xe mozna wyrazi¢ za pomocg tych parametrow
(innymi stowy, za X2, X3 I Xs mozemy podstawi¢ dowolne liczby rzeczywiste, aby otrzymac
poprawne rozwigzanie uktadu).
5) Przyjeto si¢, ze W miejsce Xz, X3 | Xs wstawiamy np. a, b i ¢ (aby podkresli¢, ze to parametry).
Otrzymujemy rozwigzanie:
X, =1-2a+b-2c
X, =3-2¢C gdzie abceR
Xg =9
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Przyklad: (brak rozwigzan)
Rozwigz uktad réwnan

2X, +4x, + 6%, =18

4%, +5X, +6x; =24

2X, + 7X, +12x, =40
1) Macierz rozszerzona:

2 4 6|18
5 624
2 7 1240
2) Przeksztalcenia elementarne
(2 4 6|18 Wiwzsg 1 2 3|9
4 5 6|24|— 2[4 5 624 L2 g 3 12| e,
2 7 1240 2 7 1240 2 7 12|40
1 2 3|9 1 2 3|9
0 —3 —6—12 | W oo _3 —6—12
0 3 6|22 0 0 0/10

3) Patrzac na ostatni wiersz macierzy mozemy z niego odczytaé, ze 0=10. Jest to oczywiscie
sprzeczno$¢. Uktad nie ma rozwigzan w zbiorze liczb rzeczywistych.



