CWICZENIA 7- TEORIA (wektory wlasne i warto$ci wlasne)

I WEKTOR WEASNY I WARTOSC WEASNA

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n, wowczas :

Definicja 1
Wektor wiasny macierzy A to taki niezerowy wektor v, dla ktorego istnieje taka warto$¢ 1eR, ze
zachodzi rownos¢:

Av=4v
Warto$¢ A nazywamy wartoscig wlasng macierzy.

Przyklad:

_ 2 1 -1 , . L
Niech A = { } : v:[ L } . Wektor v jest wektorem wlasnym macierzy A, odpowiadajagcym

-1 0
warto$ci wlasnej 4 =1, gdyz
2 1| |-1 -1
: =1 .
-1 0|1 1
Intuicyjnie mozna rozumie¢ wektor wlasny jako taki wektor, ktorego kierunek nie zmienia si¢ po

przemnozeniu go przez macierz. Natomiast jego dlugo$¢ zmienia si¢ tyle razy ile wynosi warto$¢
wlasna odpowiadajaca temu wektorowi.

Definicja 2
Macierzq charakterystyczng macierzy A nazywamy macierz postaci A- 1 1, gdzie AeR, natomiast
| 0znacza macierz jednostkowa.

Przyklad:
2 1
Niech A = { 0} . Macierz charakterystyczna macierzy A jest postaci:
2 1 10 2—-1 1
A- Al = -y} =
-1 0 01 -1 0-4
Definicja 3

Wielomianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wyznacznik z jej macierzy charak-
terystycznej, to jest:

det (A-11)
Przyklad:
2 1
Niech A = { O} . Obliczmy wielomian charakterystyczny tej macierzy:
2-4 1 2-4 1
det (A- 4 1)= det = =-A2-2)+1=2-22+1.
-1 0-4 -1 -2

Stad wielomian charakterystyczny macierzy A jest postaci W(1)= A° —24+1.
Wielomiany charakterystyczne wykorzystuje si¢ do wyznaczania warto$ci wilasnych, a tym
samym rowniez wektorow wlasnych macierzy. Mowi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie Wartosci  wlasne macierzy A sg pierwiastkami jej wielomianu
charakterystycznego:

det (A- 4 1)=0
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gdzie |1 oznacza macierz jednostkowa, A- 1| macierz charakterystyczng, natomiast det (A- 4 1)
— wyznacznik macierzy charakterystycznej czyli wielomian charakterystyczny. Znajac rézne
warto$ci wlasne A1, A2 ,...., Ak K<n mozna obliczy¢ odpowiadajgce im wektory wiasne Vi, Va,....,
Vk r0zwigzujac nastepujace rownania:

(A-Zi D)-vi=0
ze wzgledu na wektor Vi.

Uwaga: Macierz A stopnia n moze mie¢ maksymalnie n r6znych warto$ci wiasnych.

Przyklad:
Wyznacz wartos$ci wlasne oraz odpowiadajace im wektory wlasne dla macierzy
1 3 0
A=13 -2 -1
0 -1 1

Aby wyznaczy¢é wartoSci wilasne nalezy w pierwszej kolejnosci wyznaczy¢ wielomian
charakterystyczny macierzy:

1-1 3 0
det (A-AD)=| 3 -2-1 -1|=-2*+131-12.
0 -1 1-2

Z twierdzenia przedstawionego wyzej wiemy, ze warto$ci wlasne s3 réwne pierwiastkom
wielomianu charakterystycznego, czyli obliczony wielomian musimy przyréwna¢ do zera i
znalez¢ rozwigzania tak utworzonego rownania:

W(1)=-2°+131-12=0,
€0 mozemy roéwniez zapisac jako:
W(A)=-2+131-12=~(1+4)(A1-1)(1-3) =0
Stad
WA)=0< (A+4)=0 lub (A1-1)=0 1lub (4-3)=0
Czyli

A zatem wielomian ten ma trzy pierwiastki.
Nastepnie dla kazdej z wyliczonych warto$ci wlasnych szukamy odpowiadajacych jej wektoréw
wiasnych:

dla 4, =4
(A - (-4) 1) vi=0

X
X
0 -1 1] |0 0 1])x
5 3 0fx] [
32—1x2]

1 3 0 1 0 O]
3 -2 -1|+40 1 0
0
0
0 -1 5 | xg 0
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5 3 0
Jak wiemy det |3 2 —1|=0, zatem uklad nie ma jednoznacznego rozwigzania. Powyzszy
0 -1 5
uktad mozemy rozwigza¢ w nastgpujacy sposob, stosujac metode eliminacji Gaussa
5 3 0]0 . 5 i% 010 5 3 00
W, W, —W,;
3 2 10— /0 g —10 |- WM, 1o _—1 50| WeWaW, o
0 -1 5]|0 0 -1 5|0 0 -1 50
5 3 00 5 0 150 L 1 0 30
W, W, +3W. Wi W
0 -1 50| ———=50 -1 5/0|————>|0 -1 50].
0 0 00 0 0 0j0 0 0 00
Tak wigc dla parametru A4, = —4 ukltad ma rozwigzanie:
X, = —3X X, =3t -3
X, +3%, =0 ! : '
= X, =5X%, = X, =05t = v, =t 5|teR
—X, +5%; =0
X, =1, teR Xy =1 1
Czyli zbiér wektorow wiasnych odpowiadajacych wartosci wilasnej A, =—4 bedzie postaci
-3
v,=t| 5 |teR.
1

W analogiczny sposéb szukamy wektorow wilasnych odpowiadajacych kolejnym wartosciom
wlasnym.

dla 2, =
(A -11)vi=0

1 3 0 1 0 0f)x 0

3 -2 -1|-10 1 0}|x,|=|0

X 0

0 -1 1 0 01

0 3 0]|x 0
3 -3 -1|x,|=|0
0 -1 0 x| |O
Rozwigzanie uktadu :
0 3 0|0 3 3 0 -10
Wy W, +W,
3 -3 -10|—%=*% 510 — o 50 0 0)0
0 -1 0}0 0 -1 0}0 0 -1 0|0
X =S 1
3X, =X, =0
-0 = X,=0 = Vv,=5/0] seR
2 X, =3s, seR 3
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Zbior wektorow wilasnych odpowiadajacych wartosci wilasnej A, =1 jest postaci
1
vV,=5/0]|, seR.
3

3
dla 4, =
(A -31)-vi=0
1 3 07 [1 0 o]Yx] [0
3 -2 -1/-30 1 0||x,|=|0
0 -1 1| [0 0 1|)x| |0
2 3 07x] [o
3 -5 -1|x,[=|0
0 -1 -2|x,| |0

Rozwigzanie uktadu :

-2 3 00 3 -5 -10 1 -2 -10
3 -5 10| MW, yf_ 2 3 Q| MWW, )2 3 Q| WeWer2W
0 -1 -20 0 -1 -20 0 -1 -20
1 -2 -10 1 -2 -10 1 0 30
W3 ->W;+W, O _l _ 2 0 W, >-W, O l 2 O W, ->W, +2W, O 1 2 0
0 0 00 0 0 00 0 0 0O
X, = —3X, -3
X, +3X; =0
= X, =—2X, = V,=0-2|, qeR.
X, +2X; =0
X;=0, R 1
Zbior wektorow wihasnych odpowiadajacych wartosci wiasnej A, =3  jest postaci
-3
V,=0[-2|, qeR.
1

Uwaga: Jednej wartosci wilasnej macierzy A moze odpowiada¢ kilka zbiorow wektoréw
wiasnych.

Przyklad:
Wyznacz warto$ci wlasne oraz odpowiadajgce im wektory wlasne dla macierzy
1 0 4
A=0 3 0
1 01

Analogicznie jak w poprzednim przyktadzie zadanie zaczynamy od wyznaczenia warto$ci
wlasnych, czyli od obliczenia pierwiastkow wielomianu charakterystycznego macierzy:
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1-4 0 4
det(A-AD)=| 0 3-1 0 :(3—4)‘1_’1 4 ‘:(3—1)((1—/1)2—4):—(1—3)2(/“1).
1 0 1-2 L4
Stad wielomian charakterystyczny ma dwa pierwiastki 4, = 3(jest to pierwiastek podwdjny) oraz
A, =—1. Dla kazdego z nich nalezy znalez¢ odpowiadajace im zbiory wektorow wiasnych:

dla 4, =3
(A -31)vi=0
10 4 1 0 0Of)x 0
0 3 0(-30 1 0O(|x,|=|0
101 0 0 1|)x%,
2 0
0 0 0 |x, 0
{1 0 —-2|xg L
Rozwigzanie uktadu :
-2 0 40 . . 1 0 -20 1 0 -20
0 0 00|—%%, 2 0 4o|l M2 Jg g oo
1 0 -20 0 0 0O 0 0 Qo0
X, = 2X, 2s
X, —2X%,=0 = X, =t = v,=|t | tseR=
X; =S, tseR S
[2s] [2s] [0 2 0
V,=l1t |=|0[+|t|=s-|0]+t:|1]|, tseR
B S 0 1 0
Stad z warto$cig wlasng A, = 3 zwigzane sa dwa zbiory wektorow:
2 0]
V,=s-|0|oraz v,,=t-|1]|, tseR.
1 0]
dla 1,=-1
(A +1|) vi=0
1 0 4 1 X,
0 3 0(+10 {xz =
101 0 X,
2 0 4|x 0
0 4 0 x, 0
1 0 2| x, 0]
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Rozwigzanie uktfadu :

2 0 40 1 0 20] wwaw [1 0 20
0 4 0[0|—M 50 4 00—« 40 1 00
10 2o 2 0 40 0 0 00
X, +2X, =0 *=m2% "2 N
= X, =0 = V,=| 0 |, geR= v,=0 0| geR
%2 =0 X, =0, qeR q 1

A zatem wartoSci wlasnej A, =-1 odpowiada zbidor wektorow wlasnych postaci
-2
v,=0 0 |, geR.
1
Definicja 3
Sladem macierzy A nazywamy sume jej elementéw diagonalnych:
tr A=ai1+az+...+ann

Przyklad:

Oblicz $lad macierzy A =

=
o w o
R o N

Slad macierzy to tr A=ai +az+ass=1+3+1=5
Twierdzenie Niech A bedzie macierzg kwadratowg o warto$ciach wlasnych 11, A2 ,...., An:

tr A=+ A2 +....+ An

detA=71-42 ~....- Jn
Przyklad:
1 0 4
Pokaz, ze wyznacznik macierzy A jest rowny iloczynowi jej wartosci wiasnych, A={0 3 0
1 01
Zaczynamy od obliczenia wyznacznika macierzy A:
1 0 41 0
detA=[0 3 00 3=3-12=-9
1 0 141 O
Nastgpnie obliczamy wartosci wlasne macierzy A (patrz poprzednie przyktady):

A, = 3(pierwiastek podwojny) i 4, =-1. Stad

det A=3 -3 (-1)=-9.
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Przyklad:
1 3 O
Pokaz, ze §lad macierzy A jest rowny sumie jej wartosci wlasnych, A={3 -2 -1|.
0o -1 1

Slad macierzy A jest rowny:
tr A=ai1+azp+ass=1+(-2)+1=0

Z poprzednich przyktadéow wiemy, ze wartosci wilasne tej macierzy to A, =—4,1, =1, 1, =3,
Zatem

tr A= J1+ A2 + A3=(-4)+1+3=0.



