MATEMATYKA « Ochrona Srodowiskas zestaw zadan

Ciagi liczbowe. Granica i ciagtosc funkgji,

asymptoty

Wyrazy i granice ciggow - liczba e - cigg geometryczny w zastosowaniach - granice funkgji
ciagtosc - asymptoty. Materiat teoretyczny: streszczenie wyktadu 2.

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka < Katedra Metod Matematycznych i Statystycznych, Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

Q Przypomnienie

=: dzielimy przez najwyzsza potege; g: rozktadamy na czynniki i skracamy; “C%"a: granice jednostronne.
limg” =0dla|q| < 1; lim (1+2)" = e?; cigg geometryczny: a, = a1¢""", S = T (Ig] < 1).
Asymptoty: pionowa — lim f(x) = +oc0; pozioma - “T f(x) = ¢; uko$na - a = lim f(x—"),

X—>X§ X—+00

b=lim[f(x) — ax].

I 8. Zadania na ¢wiczenia

Zadanie 1. Wypisz cztery pierwsze wyrazy ciggu i oblicz jego granice (jesli istnieje):

1-3n 6n->5 5
= [ — _1/7
T+n b) an =5 ) an=go d) a,=(-1)

n
n+1

a) a,=

Zadanie 2. Oblicz granice ciagow:

a) 5n>-3n-5 b) 2n-1)3Bn+1) 9 3n?+2n
2n2 +1 nm+1 1—n2

3 n n

d *2 o) (142 n (1232
4n2 —n n n

Zadanie 3. (emisja CO,) Zaktad emituje w pierwszym roku 50 tys. ton CO,, a w kazdym kolejnym roku
0 4% mniej niz w poprzednim.

a) Zapisz wzor na emisje a, W n-tym roku. Jaki to cigg? Oblicz emisje w 11. roku.

b) Ile CO, wyemitowatby zaktad tacznie, gdyby redukowat emisje w ten sposob ,w nieskonczonosc”?

Zadanie 4. (jezioro) Stezenie azotanow w jeziorze w kolejnych latach po modernizacji oczyszczalni
opisuje ciag c, = 5+40-0,7" [mg/ll, n =0,1,2,... Oblicz ¢y, c1, ¢, c3 0raz lim c,. Zinterpretuj wynik.
n—oo

Zadanie 5. Oblicz granice funkcji w punkcie (jesli trzeba - jednostronne):

. xX2+4 . x2—4x+3 .oxr =1
a) lim b) lim ———— c) lim
) x—2 X+ 2 ) x—3 2x — 6 ) x—1 X2—1
2
. -9 . 1 . \x-5
d) lim -~~~ e) lim f) *lim X
x—>—3X2+X—6 x—=11—x x—25 X — 25
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Zadanie 6. Oblicz granice funkcji w nieskonczonosci:

3 002 o _
a) Llim 3 -2 - x b) lim _x=2
X—+00 5X3+X—4 X—=0 X2+3X+1
2 _
o lim 2x 5x+6 d) lim 12¢
X——00 x -7 c—+0 3+ ¢
x2-25 L5
Zadanie 7. Zbadaj ciagtosc funkcji f(x) =4 x-5" w punkcie x = 5. Jak zmienic wartos¢
5, x=5
f(5), aby funkcja byta ciagta?
Zadanie 8. Wyznacz asymptoty funkgji:
X 2x + 1 x2-3
= = * =
a) (0= b) flx) =" ) *f0 =

Zadanie 9. (stezenie) Stezenie substancji w zbiorniku zasilanym roztworem opisuje funkcja c(t) = o)

[g/l], t > 0 - czas w godzinach. Oblicz ¢(0), ¢c(2), c(18) oraz tlim c(t). Jaka asymptote ma wykres? Co
oznacza ona w praktyce?

l 4 Zadania do pracy samodzielnej

Zadanie S1. Oblicz granice ciggow:

3n? —n+4 7-n 3\" 1\"
a) 2T b 2" 0 (1+;) d) (”Z)
Zadanie S2. Oblicz granice funkgji:
. X2 -1 . x3-8 . x—4 2x% — x
2 lim=— RN ) L'_rﬂ\/—_z d lim >
. .. X+2 x% +2x
Zadanie S3. Wyznacz asymptoty funkcji: a) f(x) = T b) f(x) = —
K4 #2
Zadanie S4. Dobierz parametr a tak, aby funkcja f(x) =4 x -2~ X byta ciagta.
a, X =2

Zadanie S5. (zalesianie) W pierwszym roku programu posadzono 5000 drzew, a w kazdym kolejnym
roku 0 10% mniej nizw poprzednim. Ile drzew posadzono w 5. roku? Ile drzew zostatoby posadzonych
tacznie, gdyby program trwat ,w nieskonczonosc”?

Sprawdz, co umiesz (ok. 20 minut)

i . 4An3—2n+1 . 2n
Zadanie T1. Oblicz lim —=——<"*" oraz lim [1+ 2 i
n—eo  2n3 + 5n? n—oo n
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. . . x2-9
Zadanie T2. Oblicz lim ———.
x—3 X2 —-2x-3

2
. . .. 1
Zadanie T3. Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji 7(x) = ))(( _+1 .

Zadanie T4. Stezenie zanieczyszczenia w kolejnych dobach wynosi ¢, =3 +12-0,5" [mg/L]. Do
jakiej wartosci dazy stezenie?
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& Odpowiedzi

WIN

3.4 _ fas
,—%» 5 — rozbiezny.

Zad.1. a)-1,-3,-2,-2;2=-3; b)) L, L. B. B =% 0)5-2,-3.-1,g=0 d) -1,
3

Zad.2. a) 3; b)0; c)-3; d) oo; €) e?; f)e~3.

Zad.3. a) a, = 50-0,96""" - cigg geometryczny, g = 0,96; aj; = 50-0,96'° ~ 33,2tys. t; b) S =
t.

50
=008 = 1250 tys.

Zad. 4. ¢ = 45, c1 = 33, cp = 24,6, c3 = 18,72 mg/; limc, = 5 - stezenie stabilizuje sie na poziomie 5 mg/L.

. . . (x=3)(x+3) 6. P s . s . VX-5 N
Zad.5. a)2; b)1; )2 d) Ggnyy $5 € lim = 4o, lim = —co - granica nie istnieje; f) 5w 1o

Zad. 6. a) %; b) 0; c) —oo; d) 12.

Zad.7. lirn5 % = limj(x +5) =10 # 5 - funkcja nieciagta; nalezy przyjac £ (5) = 10.

Zad. 8. a) pionowa x = 1, pozioma y = —1; b) pionowa x = 0, pozioma y = 0; c) pionowa x = -2, ukosna
1
y=zx-1

Zad.9. c(0) =0,¢c(2) =4,c(18) =7,2g/l; limc(t) =8 - asymptota pozioma c = 8: stezenie zbliza sie do 8 g/|,
ale go nie przekracza.

Zad.S1. a) -3; b) 0; c) €3 d) e/ = ve.

Zad.S2. a) 2; b) 12; ) 4; d) -2.

Zad. S3. a) pionowa x = 1, pozioma y = —1; b) pionowa x = 2, ukoSna y = x + 4.
Zad.S4. a = 4.

Zad. S5. 5000 - 0,9* ~ 3281 drzew; S = % = 50000 drzew.

Sprawdz. T1:2; e'% T2: 3; T3: pionowa x = 1, uko$na y = x +1; T4:3 mg/L.
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