MATEMATYKA « Ochrona Srodowiskas zestaw zadan

Zastosowania pochodnej

Reguta de L'Hospitala - monotonicznosc i ekstrema - zadania optymalizacyjne * wypuktos¢
i punkty przegiecia < badanie przebiegu funkcji. Materiat teoretyczny: streszczenie
wyktadu 4.
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Q Przypomnienie

’ FPRI o) o0 i F) i £ ’ eni ’ R0 .
De LHosplital. [5] lub [2] = lim 20 = lim sT);) f’ >0 - rosnie, f’ < 0 - maleje; ekstremum:
f’(x0) = 0 i zmiana znaku (+ — —: max, — — +: min).

f” > 0-wypukta —, f” < 0 - wklesta ~; punkt przegiecia: f”/(xo) = 0 i zmiana znaku f”.

I &4 Zadania na ¢wiczenia

Zadanie 1. Oblicz granice, korzystajac z reguty de L'Hospitala:

. x2—-4 . x>-8 .oedx
a) )l(l—>mz X -2 b) )l(l—>mz x2 -4 <) )l(l_r)% X
d) tim "0 +x) e) lim AnX ) lim X3
x—0 X x—1 x =1 x—o0 2x — 1
. lnx .ox3 . 1-cosx
kel h l i oM im ===
e fim % ) fim o hom—a

Zadanie 2. (stezenie) Stezenie pestycydu w wodzie gruntowej po oprysku opisuje funkcja c(t) =
8t e 92 [ug/l], t > 0 - doby.

a) Oblicz tlim c(t) i zinterpretuj wynik.
b) Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji c(t). Po ilu dobach stezenie jest najwieksze i ile

wynosi?

Zadanie 3. Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkg;ji:
a) f(x)=x3-6x2+9x b) f(x)=x3-12x c) f(x)=x*-2x?
d) f(x)=xe~ e) f(x)=x-2lnx f) *f(x) = x%e™*

Zadanie 4. Dla funkcji z zadania 3 a) i b) wyznacz przedziaty wypuktosci i wklestoSci oraz punkty
przegiecia.

Zadanie 5. (optymalizacja) Wzdtuz rzeki wydzielono prostokatny teren ochronny, ogradzajac go z

trzech stron (od strony rzeki ogrodzenie jest zbedne). Dysponujemy 600 m siatki. Jakie wymiary
powinien miec teren, aby jego pole byto najwieksze?
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Zadanie 6. (optymalizacja) Koszt (w zt) budowy i eksploatacji osadnika zalezy od jego pojemnosci
80000

x [m3] wedtug wzoru K (x) = 200x +
wynosi?

, x > 0. Dla jakiej pojemnosci koszt jest najmniejszy? Ile

Zadanie 7. (plon) Plon y = 30 +0,8x — 0,004x? [dt/ha] zalezy od dawki azotu x [kg/hal. Korzystajac z
pochodnej, wyznacz dawke, przy ktorej plon jest najwiekszy.

l A Zadania do pracy samodzielnej

. . . .ox3-1 . eX—e™X . e
Zadanie S1. Oblicz granice: a) lim —=——, b) lim , ©) lim —.
x—1 X2 —1 x—0 X X—00 X2

Zadanie S2. Zbadaj przebieg zmiennosci funkgji i naszkicuj jej wykres:
a) f(x)=x3-3x+2 b) f(x)=2x3-3x%-12x

Zadanie S3. (optymalizacja) Z prostokatnego arkusza blachy 80 x 50 cm wycinamy w naroznikach
kwadraty o boku x i zaginamy boki, otrzymujac otwarty pojemnik na odpady. Dla jakiego x objetosc
V(x) = x(80 — 2x)(50 — 2x) jest najwigeksza?

Sprawdz, co umiesz (ok. 25 minut) N

2 _ 9 X2
Zadanie T1. Oblicz lim oraz lim —.

x—3 X — xX—o00 @

X

Zadanie T2. Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkcji f(x) = x> — 3x + 2 oraz jej
punkt przegiecia.

Zadanie T3. Liczba bakterii w osadzie czynnym zmienia sie wedtug wzoru N(t) = 1000+60¢ —3¢2,
t € (0;20) (godziny). Kiedy liczba bakterii jest najwigksza?
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& Odpowiedzi

Zad.1. a)4; b) % —3,03; d1;e)1; )3 g) 1/(12/—%) = % — 0; h) trzykrotnie: 0; i) Sx —, 1.

Zad.2. a) lim 3 2 lim s5e0m = 0 - pestycyd zostaje usuniety zwody; b) ¢’(t) = 8e™%%(1 - 0,25¢t): roénie
3

na (0;4), maleje na (4; 0); maksimum po 4 dobach, c(4) = 32 ~ 11,8 ug/L.

e

Zad.3. a) f’ = 3(x — 1)(x — 3): rodnie na (—co; 1), (3; ), maleje na (1;3); max f(1) = 4, min £(3) = 0; b)
f’'=3(x-2)(x+2): max f(=2) = 16, min £(2) = —16; ¢) f’ = 4x(x — 1)(x + 1): min f(x1) = -1, max £(0) = 0;
d) £ = (x + 1)e*: maleje na (—co;-1), rosnie na (~1;c0); min £(=1) = —¢; €) D = (0;0), f = *2: min

e’ - x

f(2)=2-2ln2=~0,61; f) f/ = x(2— x)e™*: min £(0) =0, max f(2) = 5 ~ 0,54.

Zad. 4. a) f” = 6(x — 2): wklesta na (—o0;2), wypukta na (2; o), punkt przegiecia (2;2); b) f”” = 6x: punkt
przegiecia (0;0).

Zad.5. P(x) = x(600 — 2x), P’ = 600 — 4x = 0, x = 150 m (boki prostopadte do rzeki), 300 m wzdtuz rzeki;
Pmax = 45000 m?,

Zad. 6. K'(x) =200 - 890 = 0, x = 20 m?; Ky, = 8000 zt.

Zad.7. y’ = 0,8 —0,008x = 0, x = 100 kg/ha (y = 70 dt/ha).

Zad.S1. a) 3; b)2; ¢) .

Zad. S2. a) miejsca zerowe x = -2, x = 1; max f(=1) = 4, min £(1) = 0; wklesta na (—co;0), wypukta na (0; =),
punkt przegiecia (0;2); b) f’ = 6(x —2)(x + 1): max f(=1) = 7, min f(2) = —20; punkt przegiecia (%, —%)
Zad. S3. V’(x) = 12x% — 520x + 4000 = 0, x € {10; 13}; w dziedzinie (0;25): x = 10 cm, Vinax = 18000 cm®.

Sprawdz. T1: 6; 0; T2: roSnie na (—oc0;—1) i (1;00), maleje na (=1;1); max f(=1) = 4, min £(1) = 0; punkt
przegiecia (0;2); T3: N’ =60 -6t =0, t = 10 h, Nmax = 1300.
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