MATEMATYKA « Ochrona Srodowiskas zestaw zadan

Rownania rozniczkowe i ich zastosowania

Sprawdzanie rozwigzan « rownania o zmiennych rozdzielonych - zagadnienie poczatkowe -
modele: rozktad zanieczyszczen, oczyszczanie jeziora, stygniecie, populacje. Materiat
teoretyczny: streszczenie wyktadu 7.
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Q Przypomnienie

Zmienne rozdzielone: y’ = f(x)g(y) = f g‘% = f f(x) dx; warunek y(xo) = yo Wyznacza stata C.
Inly|=ln|x]+In|C|= y =Cx; In|y| = h(x) +In|C| = y = Ce"™),
Modele: L' = —kL = L = Loe™*%; ¢’ = k(cdop — €) = € = Cdop + (o — Cdop)€ K.

I &4 Zadania na ¢wiczenia

Zadanie 1. Sprawdz, czy podana funkcja jest rozwigzaniem rownania (C € R):
a) y=ce¥, y =3y b) y=Cx? xy =2y ) y=5+Ce ¥, y =10-2y

Zadanie 2. Wyznacz catki ogolne rownan o zmiennych rozdzielonych:

X
a) y' =2xy b) xy' =2y ) y’:;

d) y’ =3x%y e) y' =eXv f) *y’ = y2cos x
Zadanie 3. Rozwiaz zagadnienia poczatkowe:
2) ¥ =-2xy, y(0) =3 b y=2 y@=6

o yy =x, y(0)=2 d) y’=-05y, y(0) =40

Zadanie 4. (samooczyszczanie) BZT wody w rzece ponizej zrzutu Sciekow wynosi 15 mg/|, a po 2 dobach
-9 mg/L. Przyjmujac model L’ = —kL, wyznacz L(t) i stata k. Ile wyniesie BZT po 6 dobach?

Zadanie 5. (jezioro) Stezenie fosforanow w jeziorze wynosi 60 ug/l. Po modernizacji oczyszczalni
doptyw ma stezenie 5 ug/|, a wymiana wody w jeziorze opisana jest wspotczynnikiem k = 0,05 doba~'.
Zapisz rownanie ¢’ = k(cgop — ¢), r0zwiaz je i oblicz, po ilu dobach stezenie spadnie do 16 ug/L.

Zadanie 6. (stygniecie) Woda zrzucana z chtodni ma temperature 40°C, a temperatura powietrza
wynosi 10°C. Po 1 h woda w zbiorniku ma 30°C. Korzystajac z prawa Newtona 7’ = —k(T — 10), oblicz
temperature wody po 3 h. Po jakim czasie woda ostygnie do 15°C?
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l A Zadania do pracy samodzielnej

Zadanie S1. Rozwigz rownania:

T+
2) y = axy b) y==—7 ) ¥ =yh ym=1

Zadanie S2. (populacja) Populacja zubrow w rezerwacie liczy 200 osobnikow i rosnie zgodnie z
modelem x” = 0,03 x (¢ w latach). Ile zubrow bedzie po 10 latach? Po ilu latach populacja sie podwoi?

Zadanie S3. (izotop) Cez-137 skazajacy glebe ma okres pottrwania 30 lat. Rozpad opisuje rownanie
m’ = —km. Wyznacz k oraz czas, po ktorym w glebie pozostanie 10% poczatkowej iloSci cezu.

Sprawdz, co umiesz (ok. 20 minut) N

Zadanie T1. Wyznacz catke 0gdlna rownania y’ = 6x2y.
Zadanie T2. Rozwi3az zagadnienie poczatkowe yy’ = 2x, y(0) = 1.

Zadanie T3. Stezenie pestycydu w glebie maleje zgodnie z rownaniem ¢’ = -0,1 ¢ (¢t w dobach),
c(0) = 50 mg/kg. Wyznacz c(t) i oblicz, po ilu dobach stezenie spadnie o potowe.
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& Odpowiedzi

Zad. 1. a)tak; b) y’ = 2Cx, xy’ =2Cx? =2y —tak; ) y’ = —2Ce2¥,10 - 2y = —2Ce~?* - tak.

Zad.2. a) y =CeX’; b) y = Cx% ) y2 = x2+C; d) y = Ce*’; e) e’ =eX+C, y = In(e* +C); f)—% =sinx+C,
y=-g—zorazy=0.

Zad.3. a) y =3¢ b) y =3x; €) y2=x2+4, y = VxZ+4; d) y = 40e 05,

Zad. 4. L(t) =15e7, e72 = 0,6, k = 7 In3 ~ 0,255 doba™"; L(6) =15-0,6° = 3,24 mg/L.
Zad.5. ¢’ = 0,05(5 - c); c(t) = 5+ 55e7005t; 55-005t — 11, ¢ =20In5 ~ 32,2 doby.
Zad.6. T(t) =10+30e %, ek =2; T(3)=10+30- £ ~ 18,9°C; e ¥ =

4 t= % ~44h,

Zad. S1. a)y=CeX4; b)In[T+y|=In|x|+In|C|, y=Cx-1; C)—&zx—Z, y =5t

Zad. S2. x(t) = 200e°%%; x(10) = 200e°* ~ 270; ¢ = {22 ~ 23,1 roku.

Zad.S3. k =02 ~0,0231 rok™"; et = 0,1, t = 1010 =30 1110 ~ 997 roku.

Sprawdz. T1: y = Ce?*’; T2: y72 =x?+C, y=V2x2+1; T3: c(t) = 50e7%', t =10(ln2 ~ 6,9 doby.
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