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Streszczenie wyktadow 1-2

Funkcje elementarne. Granica funkgji
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KB Funkcjai jej wtasnosci

Definicja (funkcja jednej zmiennej)

Jezeli kazdej wartosci x nalezacej do pewnego zbioru X przyporzadkowujemy doktadnie jedna
wartosc y ze zbioru Y, to y nazywamy funkcja zmiennej x i zapisujemy y = f(x). Zmienna x
nazywamy argumentem.

& [F1, Funkcje jednej zmiennej]

Definicja (dziedzina, zbiér wartosci, wykres)

Zbior D, na ktorym okreslona jest funkcja f, nazywamy dziedzing; zbior wszystkich wartosci
f (x) — zbiorem wartosci. Wykresem funkcji nazywamy zbior punktow (x, f(x)), x € D. Kazda
prosta pionowa przecina wykres funkcji co najwyzej raz.

& [GS, Funkcje]

W Zapamietaj

Wyznaczajac dziedzing, sprawdzamy: 1) wyrazenie pod pierwiastkiem stopnia parzystego:
g(x) > 0; 2) mianownik: g(x) # 0; 3) wyrazenie pod logarytmem: g(x) > 0. W zastosowaniach
dodatkowo ograniczamy dziedzine do wartoSci majacych sens (np. czas, masa, objetosc > 0).

a)f(x)=V25-—x2: 25-x2>0 & -5<x<5,| D={(55) |
2

b) £(x) = R HGREACEREL [D: R\ {~1;2) ]

Q) F(x) =ln(B3=x): 3—x >0, .
Przyktad 2 - rozcienczanie impregnatu

Do 2 | koncentratu dolewamy V litrow wody; stezenie roztworu c(V) = ﬁ - 100%. Dziedzina

matematyczna: V # -2, dziedzina praktyczna: V > 0. Dla V = 8 l: ¢ = 20%. Funkcja jest malejaca.
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Definicja (miejsce zerowe, monotonicznosc)

Miejscem zerowym funkcji nazywamy argument x, dla ktorego f(x) = 0. Funkcja jest rosnaca,
gdy dla dowolnych x; < x; zachodzi f(xy) < f(x2), 2 malejaca, gdy f(x;) > f(x2).
E [GS, Funkcje]

Definicja (funkcja odwrotna)

nazywamy funkcja odwrotng do 7. Wykresy f i f~! sg symetryczne wzgledem prostej y = x. Aby
wyznaczyC f~', z rownania y = f(x) wyliczamy x.

& [F1, Funkcje jednej zmiennej]

Definicja (wilgotnosc drewna)

M=M  100%,

w =
mo

gdzie m - masa drewna wilgotnego, mo — masa drewna w stanie absolutnie suchym.

| Jezeli funkcja f jest roznowartosciowa, to funkcje ' taka, ze y = f(x) & x=rf""(y),
| & [FK, Drewno a wodal

Przyktad 3 - masa i wilgotnosc

Belka ma w stanie absolutnie suchym mase mg = 10 kg. Masa jako funkcja wilgotnosci:
m(w) = 10(1 + 7%5) [kg] - funkcja liniowa rosngca. Funkcja odwrotna: z m = 10+0,1w

otrzymujemy w(m) = 10(m — 10) = 212 . 100%. Dla m = 12,5 kg: | w = 25% |

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 2/7



Matematyka - Streszczenie wyktadow 1-2 Technologia Drewna

F3 Funkcje elementarne

Definicja (funkcja liniowa)

y =ax+b, a, b eR.Wykresem jest prosta; a - wspotczynnik kierunkowy (o ile zmienia sie y,
gdy x wzroSnie o 1), b — wyraz wolny (punkt przeciecia z osig Oy). Dla a > 0 funkcja rosnie, dla
a < 0 maleje.

HE [GS, Funkcje elementarne]

Przyktad &4 - skurcz drewna

Ponizej punktu nasycenia wtokien (PNW, ok. 30%) drewno
kurczy sie w przyblizeniu liniowo wraz ze spadkiem wil-
gotnosci, powyzej PNW jego wymiary sie nie zmieniaja. [Fi, B
skurcz i pecznienie] Przyjmujac catkowity skurcz styczny 8% 8 ]

(wartosc przyktadowa):
48 1

2(30-w), 0<w <30,
0, w > 30.

B(w) = {
12 30 b7
Deska o szerokoSci 200 mm suszona do 12%: 8 = % 18 = Rys. 1. Skurcz styczny.

4,8%, czyli zwezi sie o .
Funkcja kwadratowa

postac ogolna: y=ax?+bx+c, a#0, A=b>-4ac

P . -b -A .
postac kanoniczna: y =a(x-p)?+gq, p=—, g =— - wierzchotek W(p, q)

Vi 2a’ 4a
-b+ VA -b
2a 2a

postac iloczynowa: y = a(x — x1)(x — x2) (gdy A > 0)

miejsca zerowe: A>0:xpp=

Dla 2 > 0 ramiona paraboli skierowane sg w gore (minimum g w x = p), dla a < 0 - w dot

(maksimum gq).
& [KWA1, Funkcja kwadratowal

Przyktad 5 - zysk tartaku

Dzienny zysk [tys. zt] przy przetarciu x m3 drewna: Z(x) = —0,5x2 + 40x — 300.

Rozwiazanie. a2 = —0,5 < 0 — maksimum w wierzchotku: p = ﬁ = 40,

Z(40) = —800 + 1600 — 300 = tys. zt.

A = 1600 — 600 = 1000, x;, = =0V1000 ., ~ 84 x, ~ 71,6 - produkcja jest optacalna (Z > 0)
dla x € (8.4; 71,6).
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Definicja (funkcja wymierna)

W (x)

Vx) okreslony dla V(x) # 0.

Funkcja wymierng nazywamy iloraz dwoch wielomianow y =

Najprostsza: y = 2 (hiperbola).

& [GS, Funkcje elementarne]

Przyktad 6 - koszt jednostkowy suszenia

Koszty state suszarni: 2000 zt/dobe, koszt zmienny: 50 zt/m3. Koszt suszenia 1 m3 przy
zatadunku x m3: K (x) = 2099830 — 50 4 2000 x(20) = 150 zt, K(80) = 75 zt; koszt maleje, ale nie
spada ponizej 50 zt.

Funkcja potegowa i dziatania na potegach

a _ - 1
b _ , %=Xa b' (Xa)b=Xab' (Xy)a:Xaya' X aZF'

xb = Xa+b

a

y=xP,peR.Dlax,y>0: x
xn = {[xm,

B [GS, Funkcje elementarne]

Przyktad 7 - objetosc ktody

Ktoda o dtugosci L = 4 m traktowana jak walec: V(d) = ”T"ZL = wd? [m3] - funkcja potegowa
zmiennej d.Dlad =03 m: V ~ 0,28 m, dla d = 0,6 m: V ~ 1,13 m3. Dwa razy grubsza ktoda ma
cztery razy wieksza objetosc.

Definicja (funkcja wyktadnicza)

y=a* a>0,a#1,x €R.Dlaa> 1funkcja jest rosnaca, dla0 < a < 1 — malejaca; a* > 0dla
kazdego x. Najwazniejsza podstawa to liczba e ~ 2,718; funkcja e ** (k > 0) jest malejaca.

E [GS, Funkcje elementarne]

Definicja (funkcja logarytmiczna)

odwrotna do funkcji wyktadniczej. Oznaczenia: log x = log;, x, lnx = log, x.

B [GS, Funkcje elementarne]

Dziatania na logarytmach (x, y > 0)

log,(xy) = log, x +log, y; log, § =log,x —log, y; log,x™ =mlog,x; log,1=0,
log,a=1; Ilnek=k, el"* =x.

E [GS, Funkcje elementarne]

‘ y=log,x, a>0,a#1,x>0,przy czymlog, x = y < a” = x. Logarytm jest funkcja

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 417



Matematyka - Streszczenie wyktadow 1-2 Technologia Drewna

Przyktad 8 - krzywa suszenia

Wilgotnosc¢ tarcicy w suszarni (model przyblizony): u(t) =
8 +52e7005 [%], t w godzinach. u(0) = 60% to wilgotnos¢
poczatkowa, 8% — wilgotnosc rownowagowa.

a) Po dobie: u(24) =8 +52e % ~| 23,7% .

b) Kiedy u = 12%? 527005 = 4, 7005 = L |ogarytmu-

12 +
jemy: —0,05¢ = —(n13, t =20In13 ~| 51,3 h |. 24 513 t
’ y Rys. 2. Krzywa suszenia.

Przyktad 9 - hatas

Poziom natezenia dzwieku: L = 10 log Iio [dB], Ip = 1072 W/m?Z.[HRW2, Fale dzwiekowe] Gdy w hali
pracuja dwie jednakowe pilarki (I — 2I): L, =10 log% =L+10log2~ L +3dB.DlaL =95dB:
L, ~ 98 dB.

EJ Granica funkgji i ciagtosé

Definicja (granica funkcji)

Liczbe g nazywamy granica funkcji f w punkcie xo, jezeli dla kazdego ciagu argumentow
xn — xo (x, # xo) ciag wartosci f(x,) — g; piszemy lim f(x) = g. Intuicyjnie: wartosci f(x) sa
X— X0
dowolnie bliskie g, gdy x jest dostatecznie bliskie xo. Analogicznie okreSlamy granice dla
X — +o0 0oraz granice niewtasciwe (+co).
& [KwW1, Granica funkgjil

Definicja (granice jednostronne, ciaggtosc)

lim f(x) - granica lewostronna (x < xq), lim f(x) - prawostronna (x > xo). Granica w xq

X=Xy x—>xa'

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy obie granice jednostronne istnieja i s3 rowne.

Funkcja jest ciagta w punkcie xo, jezeli lim 7 (x) = f(xo). Funkcje elementarne sa ciagte w
X— X0

swoich dziedzinach.
& [GS, Granica i ciggtos¢ funkcjil

Wazne granice

. 1 ' ) . ) 1\x
lim —=0(p>0); lime™*=0; lime¥=o00 lim lnx=—-oo; l|m(1 +_) =%
X—00

X—00 )(p X—>00 x—0t X—>00 X

[(%] = +00, [Oi‘] = -oco dla a > 0; [%] =0.

Symbole nieoznaczone: [2], [2], [co — o], [0 o], [1%°] — wymagajg przeksztatcenia wyrazenia.
E [GS, Granica funkgji]
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Jak obliczac granice

1. Podstawiamy xo — jezeli wynik jest liczbg, jest to granica.
2. [2] dla ilorazu wielomianéw - rozktadamy licznik i mianownik na czynniki i skracamy przez
(X = xo)-
3. [2] dla x — +oo — dzielimy licznik i mianownik przez najwyzsza potege x z mianownika.
& [KwW1, Granica funkgjil

Przyktad 10
2

X2 —4 o (x=2(x+2) . Nas!
) lim S = [8] = fim =5 = lim(x+2) = (4]
2 34+ L 342
b) lim 221 =] iim 2 23] o) iim 22 im 2 g

x—oo x2 + 1 x> 1 4 1

X—co 9 _ L
X

. L — _ . . . . . . .
d) lim — =[] = o, lim —— = +oo — granica w punkcie 2 nie istnieje;
e) tllm (8+ 52e‘O 05t) = 8 +52 -0 = 8 - wilgotnoS¢ dazy do wilgotnosci rownowagowe;.

Przyktad 11 - ciagtosc funkcji skurczu

Dla funkcji B z przyktadu 4: li%_ﬂ(w) =%.0=0, lirgl0+,3(w) =0, B(30) = 0 - funkcja jest
ciagta w punkcie nasycenia wtokien.

Asymptoty

Definicja (asymptoty)

pionowa x = xo: l|m f(x) = +co lub l|m f(x) = +o0; szukamy jej w punktach nie-
Xo X—=Xx3

nalezacych do dziedziny (zera mianownika, brzeg dziedziny loga-

rytmu);
pozioma y = b: lim f(x) = b lub lim f(x)=»b
ukosna y = ax+b: a = lirp @, b = lirIl (f(x) — ax) (obie granice skonczone,

a#0).

& [KW1, Asymptoty]

Przyktad 12

x+1 y
f(x )— , D=R\{2}. .
Plonowa l|m L= [&] = -, Xl|_)rr2|+—‘2 = +o0 = E
=) A

. 141 2
Pozioma: lim Xt = A N . |
X—>+00 2 X—>+00 1-; !

Ukosnej (innej niz pozioma) brak. Rys. 3. Asymptoty x = 2i y = 1.
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Przyktad 13

x2 +1

a= lim 28 =1, b= lim ("2X—+1—x) = lim 1 =0 -asymptota ukosna
X

f(x) = : ~
X X—>*00 X—>*00 —+00

; asymptota pionowa x = 0.
Przyktad 14 - asymptoty w zastosowaniach

Koszt jednostkowy K (x) = 50 + 22 lim K(x) = 50 - asymptota pozioma y = 50 (koszt
graniczny), lirg K (x) = +c0 — asymptota pionowa x = 0. Krzywa suszenia u(t) = 8 + 52e %% ma
x—0+

asymptote pozioma v = 8 (wilgotnos¢ rownowagowa). Asymptota pozioma opisuje stan
ustalony.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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