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KB Symbole i oznaczenia

Funktory zdaniotworcze. Zmienne p, g,r nazy- Kwantyfikatory.

wamy zmiennymi zdaniowymi. Zdania ztozone
(np. p A g = r) zapisujemy za pomoca funktorow:

czytamy symbol nazwa

i A koniunkcja
lub” Y alternatywa
Jezeli...,to...” = implikacja
Jwtedy i tylko wtedy” < rownowaznosc
Lhieprawda, ze” o, ~ negacja
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» Vyex (lub A,cx) - »dla kazdego x nalezacego
do X" - kwantyfikator ogélny;

» Jeex (lub V/,cx) — Listnieje takie x nalezace
do X" - kwantyfikator szczegotowy.

Znak sumy i iloczynu. Dla skohczonego ciggu liczb

al,...,dn.

n n

Zai=a1+32+"'+an’ l_[a,=a1-ag-...-an,

i=1 i=1

gdzie i —wskaznik biezacy, i = 1 - dolna, n - gorna
granica sumowania (iloczynu).
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B3 Ciag liczbowy

Ciagiem liczbowym nazywamy funkcje odwzorowujaca zbior liczb naturalnych w zbior liczb
rzeczywistych. Wartosc tej funkgji dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciagu i
oznaczamy a,. Cigg oznaczamy (a,), a zbior jego wyrazow {a,: n € N}.

& [F1, Teoria granic]

1 n
an=n bn = (1 - 5)
Kazdy wyraz ciggu mozna przedstawic na 1 L ’ Jesbeecedesees
ptaszczyznie jako punkt (n, a,). Ciagi okre- 10 oot 21e
Slamy: ST et L
° I I 5 I I 5
» opisowo, np. a, - kolejne liczby parzyste: s 10 157 s 10 s N
2,4,6,8,...; 2
wledf e
» rekurencyjnie, np. a; =0, a, = a,_1 + 1,5:
. . . . . 0.4 e © 6 0 0 o 4 ®
0; 1,5 3; 4.5;...; g 1o
’ 2
L T T > o
> wzorem, np. a, = 1 1,7 5. 7. .. 00 5 10 45 n Sfececteseer
04t S S e ee e * 5 0 s ”

Rys. 1. Wykresy przyktadowych ciggow: a, — o, b, — e, d, — brak
granicy, ¢, — 1.

21 Ciag arytmetyczny i geometryczny

ciagg arytmetyczny (roznica r): a, a+r, a+2r, ... a,=a+(n-"1r

ciagg geometryczny (iloraz q): a, aq, ag>, ... a,=aq""’
& [Kw1]

Twierdzenie (suma szeregu geometrycznego)

Jezeli |q| < 1, to suma wszystkich wyrazow ciggu geometrycznego ay, a1q, a1g2, ... Wynosi

ai
S = 24 ... = i
ai+aq+aiq + 1_q
& [F1, Teoria granic]
Przyktad 1
Zamien utamek okresowy 0,2(30) na utamek zwykty.
Rozwigzanie. 0,2(30) = 0,2+ 71395 + toag55 + - = 0.2+ 3 (1‘? + ) Wyrazenie w nawiasie to
szereg geometryczny z a; = =, g = &, Wiec
1
706 1 1 1 38
02(30) =02+3- —%® _ =02+43- —=—+—= — |
(30) 1- s 9 5 33
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EJ Granica ciagu

Definicja (granica ciagu)

Ciag (a,) ma granice g, co zapisujemy lim a, = g, jezeli

Veso In Vasn  |an _gl <e,

tzn. dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla kazdego n > N zachodzi
la, — g| < e.
& [F1, Teoria granic]

Interpretacja. Nierownosc |a, — g| < € oznacza g — an \
€ < a, < g +¢&. Zatem wszystkie wyrazy ciagu, poza ¢
skonczong ich liczba, leza w pasie o szerokosci .
2¢ wokot g - niezaleznie od tego, jak waski pas gl ) -.o.o.........f:i
wybierzemy. e * 1 g-¢
[
Jezeli granica nie istnieje, ciag nazywamy rozbiez- N
nym (np. a, = (-1)"). Jezeli lim a, = oo (-o0), cigg : " " > n
jest rozbiezny do co (o). Rys. 2. ap =3~ U2 g 35— 025, N =8,

3.1 Ciagi monotoniczne i ograniczone

Ciag (a,) jest rosnacy, gdy a,,1 > a,, malejacy, gdy a,.1 < a, (dla n € N); analogicznie
definiujemy ciagi niemalejace (a,.1 > a,) i nierosnace (a,,; < a,). Ciag jest ograniczony, gdy
istnieja m, M € R takie, ze m < a, < M dla wszystkich n € N.

& [F1, Teoria granic]

Twierdzenie

Kazdy cigg monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.
& [F1, Teoria granic]

Np. cigg a, = -2 jest rosnacy i 5 < a, < 1, zatem jest zbiezny; lim - = 1.

n+1

n—oo
3.2 Podstawowe granice i twierdzenia
. . .1
limn=o00, lim(-n)=-c lim—-=0
n—oo n—oo n—oo N
lim<a=1dlaa>0 Llim<«n=1 lima"=co dlaa>1, Llima"=0dla|al<1
n—oo n—o0 n—oo n—eo

& [GS, Ciagi liczbowe]
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Twierdzenie (o arytmetyce granic ciaggow)

Jesli lim a, =ai lim b, = b, gdzie a, b € R, to:

n—oo n—oo
1. lim(a, + b,) = a b, 4 lim 20 =2 jeslib #0,
n—oo n—oo bn b
2. nll_)r‘go(c-an):c.a,CERy 5. ,}i_[go%=f/5,k€N\{1},an20-

3. lim(a,-b,) =a-b,

Ponadto: jesli lim a,, = oo, to lim =0 jeslilima, =0ia, >0,tolim & =+oodlac>0.
& [GS, Ciagi liczbowe]

% Zapamietaj
1) 0 0

Symbole nieoznaczone: o -, 0-c0, —, > = °, 1=
(o]

Ich wartoSci nie mozna ustali¢ z samych granic sktadnikow — wyrazenie trzeba najpierw
przeksztatcic. Np. dla ilorazu wielomianow dzielimy licznik i mianownik przez najwyzsza potege
n z mianownika.

Przyktad 2

.. 2n*=2n+1
Oblicz lim u.
n—c0 302 —2n+5
Rozwigzanie. Dzielimy licznik i mianownik przez n?:
22 —2n+1 . 2-%2+% 2_040 |2
lim —————— = lim = = =
n—e 302 —2n+5 n—>oo3_%+% 3-0+0 3
Przyktad 3
. . 2-5
Oblicz lim n.
n—oo N+ 1
2
. . . 2-5n . &=95 -5
Rozwiazanie. lim = lim Z =——=| -5
q n—oo n+1 n—>oo‘|+% 1+ .
Liczba e
Twierdzenie (okreslenie liczby e)
n
lim (1+—) =e, e | |
n—oo n ............ooooooooooo
e fmfie 2,5+ *®
ogolniej: .°
1 2 ‘
lim (1 + —) =e, gdy lima,=+c, a, #0.
n—oo an n—oo 2 le
10 20 50 N

Liczba e ~ 2,71828 jest podstawa logarytmu
naturalnego.

Rys. 3. Wyrazy ciagu (1 + %)n rosna i daza do e.

& [F1, Teoria granic]
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Oblicz lim ( L 1)2"_2.

n—oo \ N —

Rozwigzanie. Przeksztatcamy wyrazenie do postaci z twierdzenia o liczbie e (symbol 1):

1 n—12
1 = e? |
st -

poniewaz dla a, = n — 1 — oo wyrazenie w nawiasie kwadratowym dazy do e.

= lim

n—oo

n—14+1)\2""
n-—1
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 5/5



	Symbole i oznaczenia
	Ciąg liczbowy
	Ciąg arytmetyczny i geometryczny

	Granica ciągu
	Ciągi monotoniczne i ograniczone
	Podstawowe granice i twierdzenia

	Liczba e

