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KB Ciagi liczbowe

Definicja (ciag liczbowy)

Ciagiem liczbowym nazywamy funkcje okreSlong na zbiorze liczb naturalnych o wartosciach
rzeczywistych; a, — n-ty wyraz ciagu.

& [F1, Teoria granic]

Ciag arytmetyczny i geometryczny

arytmetyczny (staty przyrostr): a, =a;+(n—"1)r

ai

geometryczny (staty iloraz q):  a, = a1¢"""; dla |g| < 1 suma wszystkich wyrazow: S = -

& [Kw1]

a) Na dnie zbiornika jest 12 cm osadu i co roku przybywa 1,5 cm: a, = 12 + 1,5n; po 10 latach 27
cm.
b) Populacja 200 bobrow rosnie o 5% rocznie: a, = 200 - 1,05”; po 10 latach ok. 326 osobnikow.

Definicja (granica ciagu)

Ciag (a,) ma granice g (lim a, = g), jezeli dla kazdego & > 0 istnieje N takie, ze |a, — g| < e dla
n > N - prawie wszystkie wyrazy leza dowolnie blisko g. Ciag bez granicy skonczonej nazywamy
rozbieznym.

& [F1, Teoria granic]
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lim1 =0, lim< =0(k > 0) W Zapamietaj

. =
’ Symbole nieoznaczone: =, %, 00 — 00, 0 00,
1%, o0, 0° - wymagaja przeksztatcen.
lim<a=1(a>0), lim<n=1 Dla & dzielimy licznik i mianownik przez
lim (1 + %)" —e~2718, lim(1+2)" = e najwyzsza potege n.

& [GS, Ciagi liczbowe]

limg”"=0dla|g| <1; limg"=codlag>1

22— 2n +1 2-24+L (9 2\"
a) lim=——— = lim ———%~ = 2§ b) lim (1+= :.ez.
) 3 ) (+n)

n—>oo3n2_2n+5_n—>oo3_%+% n—oo

c) Stezenie fosforu w jeziorze po ograniczeniu zrzutu Sciekow: ¢, = 20+ 15-0,8" [ug/1]. Poniewaz
0,8" — 0, limc, = 20 - stezenie dazy do stanu rownowagi.

B3 Granicai ciggtosé funkgji

Definicja (granica funkcji)

lim f(x) = g, jezeli dla kazdego ¢ > O istnieje § > Otakie,ze 0 < |[x—a| < & = |f(x) —g| < e: gdy
x zbliza sie do a, wartosci £ (x) zblizaja sie do g. Funkcja nie musi byc okreslona w punkcie a.
& [F1, Teoria granic]

Twierdzenie (granice jednostronne)

Granica lim 7 (x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja i s3 rowne granice: lewostronna
X—a
lim f(x) (x < a) i prawostronna lim f(x) (x > a).
xX—a x—a*
E [GS, Granice funkcji]

Definicja (ciagtosc)

Funkcja f jest ciagta w punkcie a, gdy lim 7 (x) = f(a). Funkcje elementarne sa ciagte w swoich
dziedzinach.
B [GS, Ciagtosé funkcjil

| Prayktads g
f(x) :3x+%:dlax >0mamy f(x) =3x+ 1, dla
x<0-f(x)=3x-1.

lirBI+ f(x)=1# lirg_ f(x) =—-1-granicaw x =0

nie istnieje.
Rys. 1. Rozne granice jednostronne.
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[E} Obliczanie granic funkgji

W Zapamietaj

1. Funkcja ciaggta w punkcie a - wstawiamy a: lim2(3x2 —-2x+5) =

2. Symbol 3 - rozktadamy na czynniki i skracamy: lin} ’f_‘ﬂ = lim(x2 +x+1)=3.

3. Symbol = (x — +o0) - dzielimy przez najwyzsza potege x: l|m 1ox _ 10.

2+x

4. Symbol % - badamy granice jednostronne: wynik +co lub —co.

Wazne granice

. sin . eX—1 . In(1+ . x
lim X:1, lim =1, llmuzL lim (1+i) = e,
x—0 X x—0 X x—0 X X—%00 X

HE [GS, Granice funkcji]

Przyktad 4

Flx) = —2

m' llm f(X) = [0 ] = —09, l|m f(X) = [0+] = 400,

Asymptoty

Definicja (asymptoty)

» pionowa x = xq: l|m f(x) = oo lub lim f(x) = oo (szukamy w punktach spoza dziedziny);

X—)X

» pozioma y = c: lIT f(x) =club llrp f(x)=c;

» ukodna y = ax+b: a= lim 2% 5= (im [f(x) - ax| (obie granice skoficzone).

X—+00 X—£00

H [GS, Asymptoty]

a) f'(x) m : asymptoty pionowe x = -1, x = 2; v

pOZ|Oma y = 0. 10 e eaaadic ==
b) Tempo biodegradacji v(c) = 3%: Cl|_>rgo v(c) =

- asymptota pozioma v = 10 oznacza maksymalne 54

tempo rozktadu (nasycenie).

Q) fx) = 2500 5 = (im¥=3 = 3 p =

10 20 30 ¢

s —5x241 _c. & _ _
lim x2 T 5; asymptota ukosna y=3x-53. Rys. 2. Asymptota pozioma - nasycenie.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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