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KB Funkcja jednej zmiennej

Definicja (funkcja)

Jezeli kazdej wartoSci x nalezacej do zbioru X przyporzadkujemy doktadnie jedna wartosc y ze
zbioru Y, to y nazywamy funkcja zmiennej x i zapisujemy y = f(x), f: X > Y.

& [F1, Funkcje jednej zmiennej]

Definicja (wykres, dziedzina, miejsce zerowe)

Wykresem funkcji £ nazywamy zbior punktow (x, y) ptaszczyzny R?, gdzie y = f(x), x € D.
Dziedzing D c R nazywamy zbior, na ktorym funkcja jest okreslona (zbior argumentow), a
przeciwdziedzing - zbior wszystkich wartosci funkcji. Miejscem zerowym nazywamy argument x,
dla ktorego 7 (x) = 0.

& [GS, Funkcje]

% Zapamietaj

) ) L Czy to jest funkcja? Wykres przedstawia
Najczestsze ograniczenia dziedziny:

funkcje y = f(x) wtedy, gdy kazda pio-

1. f(x) = Jg(x), n parzyste = g(x) 20, nowa prosta przecina go co najwyzej raz.
h(x) Krzywa x = y? nie jest wykresem funkcji
2. f(x) = 200 g(x) #0, zmiennej x: dla x = 3 mamy dwie wartosci

3. f(x) = In[g(x)] = g(x) >0. y=+V3.
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Wyznacz dziedzine funkcji a) y = V25-x2, b)y = m

Rozwigzanie.a)25-x2 >0 & -5< x < 5,zatem| D = (-5;5) | b) (x —2)(x+1) £0,

zatem[D =R\ {-1;2} }

y

L

-4 -2 2 4 X
X 1 '

1.1 Monotonicznosc, parzystosc, funkcja stata

Funkcja f: X — Y jest:
» rosnaca, gdy dla kazdych x;, x, € X: x1 < x2 = f(x1) < f(x2);

> malejqca, gdy dla kazdych X1, X3 € X: x1 < x2 = f(x1) > f(x2);

» parzysta, gdy dla kazdego x € X (takze —x € X): f(—x) = f(x) — wykres symetryczny
wzgledem osi Oy;

» nieparzysta, gdy dla kazdego x € X (takze —x € X): f(-x) = —f(x) — wykres symetryczny
wzgledem poczatku uktadu;

» stata, gdy kazdemu argumentowi x € X przyporzadkowana jest ta sama wartosc a € Y.
E [GS, Funkcje]

c, A 92 N
rosnaca: y = x3 malejaca: y = —x3 parzysta: )3/— x*=2x+1 Sta’c)a}. y=4

Y Y
X X

' X X

Rys. 1. Przyktady funkcji rosnacej, malejacej, parzystej i statej.

Przyktad 2

Wykaz, ze funkcja f(x) = x* — 2x% + 1 jest parzysta.

Rozwiazanie. f(-x) = (=x)* = 2(=x)2+ 1 = x* = 2x? + 1 = f(x), poniewaz (-x)?" = x?". Funkcja
jest parzysta.
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B3 Ztozenie funkgji i funkcja odwrotna

Definicja (ztozenie funkcji)

Niech f: X — Y oraz g: Y — Z. Ztozeniem funkcji f i g nazywamy funkcje h: X — Z dana
wzorem h(x) = g(f(x)); oznaczamy ja g o f. Funkcje f nazywamy funkcjg wewnetrzng, a g -
funkcjg zewnetrzng. Dla dowolnych funkcji zachodzi: jo (gof) = (jog)of.

& [F1, Funkcje jednej zmiennej]

Dla f(x) = x%, g(x) = vx wyznaczfof,fog,gof, gog.
Rozwigzanie. fof = f(x2) = x% fog=(Vx)2=x; gof=Vx2=|x|; gog=+Vx=x.

Przyktad 4

Z jakich funkcji elementarnych ztozona jest funkcja £ (x) = V5+ Vx — 7+ 2?

Rozwigzanie. f = goholokop,gdzie g(x) = x +2, h(x) = Vx, [(x) =5+ x, k(x) = Vx,
p(x)=x-1.

Definicja (funkcja odwrotna)

Funkcje f: X — Y nazywamy odwracalng, gdy istnieje funkcja g: ¥ — X taka, ze g(f(x)) = x
dla kazdego x € X oraz f(g(y)) = y dla kazdego y € Y. Funkcje g nazywamy funkcja odwrotna
do f i oznaczamy f~'.

& [F1, Funkcje jednej zmiennej]

Twierdzenie

Funkcja f jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy
jest roznowartosciowa (x; # x, = f(x1) # f(xp)) i
odwzorowuje X na Y (V,ey3xex F(x) = y).

& [F1, Funkcje jednej zmiennej]

Wykresy funkcji f i ' s3 symetryczne wzgledem prostej

Y = Xx. Rys. 2. f(x) = x%, x 2 0,i f71(x) = Vx.
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[} Funkcje elementarne

3.1 Funkcje wymierne

Wielomianem (funkcja catkowitg wymierng) nazywamy funkcje
y=anx"+a, 1x"""+---+ayx + ao, gdzie ao, ..., a, s3 statymi. Funkcja utamkowa wymierna
nazywamy iloraz dwoch wielomianow; jej dziedzing jest R bez miejsc zerowych mianownika.

B [GS, Funkcje elementarne]

Funkcja kwadratowa - trzy postacie

ogolna: y=ax*+bx+c, a#0
kanoniczna: =a(x— )2 + A=b2-4ac = __b — i
. .y - P qr - ’ P— 22: 3_— 42
R —-b+ VA
iloczynowa: y=a(x—x1)(x—xz) dlaA>0, xjp= —
a
-b
y=a(x—-x)? dlaAa=0, x0= o

& [Kw1]

3.2 Funkcja potegowa, wyktadnicza i logarytmiczna

» Funkcja potegowa: y = x?, p € R. Dla p catkowitego jest to funkcja wymierna; dla p
bedacego utamkiem o mianowniku parzystym jest okreslona tylko dla x > 0; dla p
niewymiernego zaktadamy x > 0.

» Funkcja wyktadnicza: y = a¥,2>0,a# 1, x € R.Dlaa > 1 jestrosnaca,dla0<a<1-
malejaca. Prosta y = 0 jest jej asymptota pozioma.

» Funkcja logarytmiczna: y = log, x, a € R, \ {1}, x € R, taka, ze a¥ = x. Jest odwrotna do
funkcji wyktadniczej; prosta x = 0 jest jej asymptota pionowa. Szczegblne przypadki:
log;o x = log x, log. x = ln x.

E [GS, Funkcje elementarne]

wyktadnicze
otegowe .
POiFS Y logarytmiczne
NSRS 2
ST OL T e
9 x1/2_
— } X :
-4 X 2 4 g X
-4 -4 4 X -

Rys. 3. Wykresy funkcji potegowych, wyktadniczych i logarytmicznych.
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Dziatania na potegach i logarytmach (x, y > 0; a,c > 0,a,c # 1)

x? xb = x7b, x?/xb = xa=b log,1=0, log,a=1, y=Iog,a”
(xy)? =x?y?, (x/y)?=x3]y? log,(xy) = log, x + log, y
(x)P=x%,  x7?=1/x log, % = log, x - log, y

log, x

log, x™ = mlog, x, log,x =

log, a

& [GS, Funkcje elementarne]

3.3 Funkcje trygonometryczne

Wtasnosci funkcji trygonometrycznych (« € 2)

dziedzina zbior wartoSci | miejsca zerowe | parzystosc, okres
sinx | R (-1,1) x =knm nieparzysta, T = 2x
cosx | R (-1,1) X=7%+kn parzysta, T = 2n
tg x R\ {Z+kn} | R x=kn nieparzysta, T = &
ctgx | R\ {kn} R x=%+kn nieparzysta, T = &
HE [GS, Funkcje elementarne]
Y Yy

J
AU NS T

SEENTCR 28—

Rys. 4. Wykresy funkgji sin x, cos x oraz tg x (asymptoty pionowe x = % + k).

3.4 Funkcje cyklometryczne

Funkcje cyklometryczne sga to funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych obcietych do
przedziatow, na ktorych s3 one roznowartosciowe:

arcsin: (-1,1) — (-%,%) - odwrotna do sin x obcietego do (-%, %),
arccos: (-1,1) — (0, «r) - odwrotna do cos x obcietego do (0, ),
arctg: R — (-5.%) - odwrotna do tg x obcietego do (-%, %),
arcctg: R — (0, x) - odwrotna do ctg x obcietego do (0, r).

H [GS, Funkcje elementarne]

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 5/6



Matematyka - Streszczenie wyktadu 2-3: Funkcje jednej zmiennej. Funkcje elementarne Ekoenergetyka

. arccos x arcctg x
arcsin x arctg x
JT
T s
/2 I [ I N I N A VA e —
T
T/ 2 | V
-1 1 X -5 5 X
-3 Lo 1 X T [ R

Rys. 5. Wykresy funkcji cyklometrycznych.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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