MATEMATYKA - Technologia Drewna (studia niestacjonarne) - materiaty do pracy samodzielnej

Streszczenie wyktadow 3-4

Pochodna funkgji i jej zastosowania

Blok Il (25.10.2026) « iloraz roznicowy, pochodna i jej interpretacja « reguty
rozniczkowania, pochodna funkcji ztozonej - tempo zmian, styczna, druga
pochodna - reguta de L'Hospitala * monotonicznoSc i ekstrema « zadania
optymalizacyjne (belka z ktody, pojemnik, koszty) « wypuktosc

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka

Katedra Metod Matematycznych i Statystycznych, Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

KB Iloraz roznicowy i pochodna

Definicja (iloraz réznicowy)

Niech funkcja f bedzie okreSlona w otoczeniu punktu xo. Dla przyrostu argumentu Ax # 0
przyrost wartosci funkcji wynosi Ay = f(xo + Ax) — f(xo). Ilorazem roznicowym nazywamy liczbe

Ay _ f(xo+Ax) = f(xo)
Ax Ax ’
Geometrycznie jest to wspotczynnik kierunkowy siecznej wykresu przechodzacej przez punkty

(x0, f(x0)) | (x0+ Ax, f(xo + Ax)); gdy y = f(t) zalezy od czasu - Srednie tempo zmian na
przedziale (to; to + At).

& [GS, Pochodne funkgji]

Przyktad 1 - Srednie tempo suszenia

WilgotnoS¢ tarcicy w suszarni (model przyblizony, blok 1): u(t) = 8 + 52799 [%], t w godzinach.
W pierwszej dobie: u(0) = 60%, u(24) ~ 23,7%, wiec

Au  23,7-60
—=——— x| -1,51%/h
AT

- wilgotnos¢ malata Srednio o ok. 1,5 punktu procentowego na godzine.

Definicja (pochodna funkcji w punkcie)

Pochodna funkgji f w punkcie xo nazywamy granice ilorazu r6znicowego, gdy przyrost
argumentu dazy do zera:
f(xo+ Ax) —f(xg)
Ax ’
o ile ta granica istnieje i jest skonczona. Jezeli pochodna isgnieje w kazdym punkcie przedziatu,
Y
E.

F(x0) = Al)i(To

to otrzymujemy nowa funkcje f’(x). Oznaczenia: f'(x), y’,

& [GS, Pochodne funkg;ji]
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Twierdzenie (interpretacja geometryczna) 4 L,

Gdy Ax — 0, sieczna przechodzi w styczna. sigeZna
Pochodna 7’(xp) jest wspotczynnikiem
kierunkowym stycznej do wykresu w punkcie \\ styczna
(xo0, F(x0)): f'(x0) = tga, gdzie a - kat nachylenia
stycznej do osi Ox.

>

& [F1, Pochodne i rdzniczki] X0 X

Rys. 1. Gdy Ax — 0, sieczna przechodzi w styczna.
Przyktad 2 - pochodna z definicji

Wyznacz pochodna funkgji f(x) = x2.
2 _ 2 2 2 2
Rozwigzanie. lloraz réznicowy: Ay _ HBA07x7 X7+ 2xAx+ (A7~ X = 2x + Ax.
Ax Ax Ax
ranica: f’ = lim (2 Ax)=|2x | Np.f’'(1)=2,f'(2) =4, f = ierzchotk
Granica: f’(x) Al)l(_)o(x+ x) p. (1) =2, f'(2) = 4, f'(0) = 0 (w wierzchotku

paraboli styczna jest pozioma).

B3 Reguty rozniczkowania

Pochodne funkcji elementarnych

(¢)) =0 (c-stata)  (x") =nx""! (eX)’ = e~ (a¥) =a*Ilna

’ _ ’ _ L ’ _ 1_ ’r _ 1
(x) =1 (Vx) —2\/; (In x) == (x >0) (log, x) = lna
(sinx)’ = cos x (cos x)’ = —sin x

& [GS, Pochodne funkgji]

Twierdzenie (reguty obliczania pochodnych)

Jezeli funkcje f i g majg pochodne, to:
sumairdznica: (F+g) =f +g’ stata razy funkcja: (af) =af’

iloczyn: (f-g)' =f'g+fg’ iloraz: (g) _fe-fe g_zfg
g
funkcja ztozona: (f(g(x)))’ = f’(g(x)) - g’(x) - pochodna funkcji zewnetrznej razy pochodna

funkcji wewnetrznej.

, £+0

B [GS, Pochodne funkcjil

W Zapamietaj

Przed rézniczkowaniem pierwiastki i utamki zapisujemy jako potegi: x™ = x™/", Lk = x7k,
X
Pochodna statej jest rowna 0, a staty czynnik ,wychodzi” przed pochodna. Pochodna iloczynu

nie jest iloczynem pochodnych!
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Przyktad 3 - funkcja potegowa i suma
1

a) (%) = 5x* b) (VX)' = (x1/2) = Jx112 = —L_

2Vx
S D (¥)' = (@) =31 = o

2000’ 2000
e) (3x2-2x+5)=3-2x-2-1+0=| 6x—2 f) |50+ ——| = (50+2000x7")" = ———
) 32245y =3 2x-2:1+0=(6x-2] 1) [50+ 52) ~ (504200061 = -7

W f) K(x) = 50 + 2% to koszt suszenia 1 m? przy zatadunku x m® (blok 1); K’(x) < 0, wiec koszt
jednostkowy maleje ze wzrostem zatadunku.

Przyktad 4 - iloczyn i iloraz

a)y =(2x3-3)(2x +1):
Rozwigzanie. y’ = (2x> = 3)"(2x + 1) + (2x> =3)(2x + 1) = 6x2(2x + 1) + (2x3 = 3) - 2 =
12x3 +6x2+4x3 -6 = [ 16x° + 6x2 —6}.

X2

b)’V=x+1:

Rozwiazanie. y’ = (x2)(x+1) = x2(x+1) _ 2x(x +1) — x? _ x% +2x |
(x +1)2 (x +1)2 (x +1)2

Ay=xlnx: y’=1~lnx+x~17=lnx+1.

Przyktad 5 - funkcja ztozona

a) (Bx2+1)2)" =2(3x2+1) - 6x = 12x(3x*+1)  b) (e7005)" = @005 . (—0,05) = —0,05 e~00%*

1 —x 1 2t
V25— x2) = — L (c2x) = — X 2)) = 2t =
c) (V25— x2) o (-2x) — d) (In(1 +¢2)) R

W a) funkcja zewnetrzna jest ()2, a wewnetrzna 3x2 + 1; w b) zewnetrzna e(), wewnetrzna
—0,05¢. Ogolnie: (k)" = k ekt
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[} Pochodna jako tempo zmian. Styczna. Druga pochodna

W Zapamietaj

Jezeli y = f(¢t) opisuje wielkoS¢ zmieniajaca sie w czasie, to f’(t) jest chwilowym tempem
(szybkoscig) zmian tej wielkosci w chwili ¢o[F1, Pochodne i rozniczkil; jednostka pochodnej =
jednostka y / jednostka t (np. %/h, cm/rok). f’(to) > 0 — wielkoS¢ rosnie, f'(ty) < 0 — maleje.
Jezeli K(x) jest kosztem produkcji x jednostek, to K’(x) nazywamy kosztem krancowym - jest
to przyblizony koszt wytworzenia ,kolejnej” jednostki.

Przyktad 6 - tempo suszenia tarcicy
u(t) = 8+52e799¢ Oblicz v’ (t), u'(0) i u’(24).
Rozwiazanie. Pochodna funkgcji ztozonej:

u'(t) =0+ 52700 (—0,05) = m [%/h].

60 1

v’ (0) = —2,6 %/h - na poczatku wilgotnosc spada o 2,6 287 1

pkt proc. na godzing; 8

u'(24) = 2,672 ~ —0,78 %/h - po dobie suszenie o 20 e ¢
jest ponad trzy razy wolniejsze. Poniewaz v’(t) < 0 dla Rys. 2. Stycznew ¢ = 01i ¢ = 24 h.

kazdego ¢, wilgotnoSc caty czas maleje.

Przyktad 7 - przyrost grubosci drzewa

PierSnica drzewa (model przyblizony): d(¢) = 60(1 — e~%%2¢) [cm], t - wiek w latach.
Rozwigzanie. d’(t) = 60 - (0 — %92 . (-0,02)) = 1,2e7%%% [cm/rok].

d’(10) = 1,2e %2 ~ | 0,98 cm/rok |, d’(50) = 1,2e~" ~| 0,44 cm/rok |. Drzewo przez caty czas

przyrasta na grubosc (¢’ > 0), ale coraz wolniej.

Przyktad 8 - koszt krancowy

Dzienny koszt przetarcia x m* drewna (wartosci przyktadowe): K (x) = 2000 + 50x + 0,2x? [zt].

Rozwigzanie. K’(x) = 50 + 0,4x; K’(40) =| 66 zt/m® |- przy produkcji 40 m3 przetarcie
kolejnego metra szeSciennego kosztuje ok. 66 zt. Dla porownania doktadnie:
K(41) — K (40) = 66,2 zt.

Rownanie stycznej

Styczna do wykresu funkcji £ w punkcie (xo, f(x0)) ma rownanie
¥ = f"(x0)(x = x0) + f (x0).

Kroki: 1) oblicz 7 (xo); 2) oblicz f'(x) i f/(xo); 3) podstaw do wzoru i uporzadku;.

& [F1, Pochodne i rozniczkil
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Przyktad 9 - styczna
a)fF(x)=x2,x0=1: F() =1,F (x)=2x,f' (1) =2, y =2(x = 1)+ 1= .

b) Styczna do krzywej suszenia w to = 0: u(0) = 60, u’(0) = —2,6,
y =-2,6(t—0)+60= . Gdyby suszenie trwato ciaggle w tempie poczatkowym,

wilgotnosc rownowagowa 8% osiagnelibySmy po ¢t = 25—26 =20 h (zielony punkt na rys. 2); w

rzeczywistosci suszenie zwalnia.

Definicja (pochodne wyzszych rzedow)
Jezeli funkcja f” ma pochodnag, to funkcje " = (')’ nazywamy druga pochodna (pochodna
rzedu drugiego) funkcji . Analogicznie f’”” = (")’ - pochodna trzeciego rzedu itd. Druga

pochodna opisuje, jak zmienia sie tempo zmian (w fizyce: przyspieszenie a(t) = s”(t)).
& [GS, Pochodne funkgji]

Przyktad 10 - druga pochodna
a) f(x) =x3-3x% f'(x) =3x?>-6x, f”"(x) =6x—6, f"”(x) = 6.
b) u(t) = 8+ 527005 y/(t) = 2,600, y”(t) = 2,6 - (—=0,05)e 0%t = 0,13 799 > 0 - tempo

u’ rosnie (od —2,6 w strone 0), czyli suszenie zwalnia.
) d(t) =60(1 — e 992t): g (t) = —0,024 e=%02t < 0 - przyrost gruboSci maleje z wiekiem.

Reguta de L'Hospitala

Twierdzenie (reguta de L'Hospitala)

Jezeli przy x — c (takze ¢ = +oo oraz dla granic jednostronnych) iloraz ;E’;; daje symbol

nieoznaczony [2] lub [£], to " "
. f(x . f'(x

lim —= = lim ,

x—c g(x) x—cg'(x)

o ile granica po prawej stronie istnieje (skonczona lub nieskonczona).
B [GS, Zastosowania pochodnych]

W Zapamietaj

Rozniczkujemy osobno licznik i esobno mianownik - nie liczymy pochodnej ilorazu! Przed
kazdym uzyciem reguty sprawdzamy (podstawiajac), czy rzeczywiscie mamy [2] lub [2]. Regute
mozna stosowac kilkakrotnie. Funkcja wyktadnicza rosnie szybciej niz kazda potega x, a potega

- szybciej niz logarytm.

5/9
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Przyktad 11

0 ﬂ 3X _ o eX _1 _ 10 ﬂ o ex _
o)l =5 =181 i - o) fimy == = [§] = lim 5 =(1
. 50x + 2000 Inx v H L T/x
o) lim === =[] # tim R L e 0
e) lim X = [2] £ lim 2 [2] £ lim 2 @ (reguta zastosowana dwukrotnie)
X—oo @ x—oo @X x—oco @X
W a) ten sam wynik daje rozktad x3 - 8 = (x —2)(x% +2x +4) (blok I). W ¢) otrzymujemy graniczny

koszt suszenia 1 m? przy bardzo duiym zatadunku (asymptota pozioma y = 50 z bloku 1).

I3 Monotonicznoscé i ekstrema

Twierdzenie (monotonicznosc)

Niech £ ma pochodna w przedziale (a, b). Jezeli f/(x) > 0 dla kazdego x € (a, b), to f jest w tym
przedziale rosnaca; jezeli f'(x) < 0 — malejaca; jezeli f'(x) = 0 - stata.
& [GS, Zastosowania pochodnych]

Definicja (ekstrema lokalne)

Funkcja f ma w punkcie xo maksimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie punktu xo, w ktorym
f(x) < f(x0), a minimum lokalne, jezeli £ (x) > f(xo). Maksima i minima nazywamy ekstremami.
B [GS, Zastosowania pochodnych]

Twierdzenie (warunki istnienia ekstremum)

Warunek konieczny: jezeli f ma ekstremum w xq i istnieje f’(xp), to f’(xo) = 0 (styczna jest
pozioma).
Warunek dostateczny: jezeli f/(xo) = 0 i pochodna f’ zmienia znak w xp: Z + na — - w xg jest
maksimum; z — na + - minimum.

& [GS, Zastosowania pochodnych]

W Zapamietaj

Schemat: (1) dziedzina; (2) pochodna f’(x) (najlepiej w postaci iloczynowej); (3) rozwigzanie
rownania f’(x) = 0 - punkty podejrzane o ekstremum; (4) znak 7’ na osi liczbowej - przedziaty
monotonicznosci; (5) ekstrema i ich wartosci f(xg). Sam warunek f’(xo) = O nie wystarcza: dla
y = x> mamy y’(0) =0, ale y’ = 3x2 > 0 nie zmienia znaku i ekstremum nie ma.
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Przyktad 12

Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkgcji

f(x) = x3—3x2

Rozwigzanie. 1) D = R. d

2) f'(x) = 3x%2 — 6x = 3x(x - 2). 21 /

3)f'(x) =0 & x=0lubx=2. |

4) Znak £’ (parabola o ramionach w gore, miejsca zerowe LN ? *
0i2):f" >0na(—;0)i(2;), f" <0na(0;2) - funkcja al

rosSnie na (—o0;0) i na (2; o), maleje na (0;2). . o o
5) W x = 0 znak zmienia sie z + na —: [ fmax = F(0) =0 J; s Maks'm“m'(;"(,'l”e'gb’vr;“)_' S e el
Wx=2-27-na+ [fminzf(2):8—12=—4].

Przyktad 13 - zysk tartaku

Dzienny zysk tartaku [tys. zt] przy przetarciu x m® drewna (blok I): Z(x) = —0,5x% + 40x — 300,
x > 0.

Rozwigzanie. Z’(x) = —x +40; Z'(x) =0 < x =40; Z’ >0dla x <40, Z’ <0dla x > 40 -
maksimum: [ Z (40) = 500 tys. zt ] Wynik zgadza sie z wierzchotkiem paraboli, ale metoda
pochodnej dziata dla dowolnych (nie tylko kwadratowych) funkgji.

I3 zadania optymalizacyjne

W Zapamietaj

Optymalizacja krok po kroku: (1) oznacz zmienne, narysuj rysunek, ustal, co ma by¢ najwieksze
lub najmniejsze; (2) zapisz te wielkosc jako funkcje jednej zmiennej (funkcja celu),
wykorzystujac warunki zadania; (3) ustal dziedzing wynikajaca z sensu zadania; (4) oblicz
pochodnag, rozwiaz f’(x) = 0, zbadaj znak pochodnej; (5) odpowiedz na pytanie (wymiary,
wartos¢ optymalna, jednostki).

Definicja (wskaznik wytrzymatosci przekroju prostokatnego)

Dla belki o przekroju prostokatnym o szerokosci b i wysokosci h (obcigzenie dziata w kierunku
wysokosci) wskaznik wytrzymatosci przekroju na zginanie wynosi

Im wiekszy wskaznik W, tym wiekszy moment zginajacy moze przeniesc belka (przy tym samym
materiale).
& [NN, zginanie]
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Przyktad 14 - najbardziej wytrzymata belka z okragtej ktody

Z okragtej ktody o Srednicy d wycinamy belke o przekroju pro-
stokatnym. Jakie powinny by¢ wymiary b i h przekroju, aby belka
byta najbardziej wytrzymata na zginanie?

Rozwigzanie. Przekatna prostokata jest Srednica ktody: b2 +h? =
d?, wiec h? = d? — b2,

b(d*-b%) d?b- b3

Funkcja celu: W(b) = = e b € (0;d).
d? - 3?2 d? d
Wi(b)=—""—=0  b’=— < b=—(bob>0).
3 V3

. Rys. 4. Przekroj ktody i belki.
W’(b) >0dlab < 13, W’(b) <0dlab > 13 - maksimum. Wtedy

\/_
2 _ 42 d2_2j2.
h - 3—§ .

d h
b=—=0,5774d, h:d\/gzo,816d, —=V2=141
V3 b

Liczbowo, dla d =30 cm: b = 103 ~ 17,3 cm, h = 10V6 ~ 24,5 cm, Winax = % =1000V3 ~ 1732

cm3. Belka o przekroju kwadratowym (b = h = % ~ 21,2 cm) ma W =~ 1591 cm3, czyli o ok. 8%
mniej. Belke ustawiamy ,,na wysokosc” (dtuzszy bok pionowo).

Przyktad 15 - pojemnik o najwiekszej objetosci

Z prostokatnego arkusza ptyty pilSniowej 80 x 50 cm wycinamy w naroznikach kwadraty o boku

x i zaginamy boki, otrzymujac otwarty pojemnik. Dla jakiego x objetosSc jest najwieksza?

Rozwiazanie. Dno ma wymiary (80 — 2x) X (50 — 2x), wysokoS¢ x:

V(x) = x(80 — 2x)(50 — 2x) = 4x3 — 260x? + 4000x, x € (0;25).

V’(x) = 12x? = 520x + 4000 = 0 &= 3x?—130x + 1000 = 0; A = 16900 — 12000 = 4900, VA =70,
= 13870 =10, xp = 3870 = 10 ¢ (0;25).

vV’ > 0na (0;10), V' < 0na (10;25) - maksimum:

[X:10Cm, Vmaxz10-60-3O=18000Cm3=18[].

Przyktad 16 - najmniejszy koszt zamowien i magazynowania

Zaktad meblarski zuzywa rocznie 900 m? tarcicy, zamawiajac ja w rownych partiach po x m3.
Koszt jednej dostawy wynosi 400 zt, a magazynowanie 1 m? przez rok - 50 zt; $redni zapas w
magazynie to % (wartosci przyktadowe). Jaka wielkos¢ partii daje najmniejszy koszt roczny?
. o nE 900 360000
Rozwiazanie. Liczba dostaw w roku: @ Koszt roczny: K(x) =400- — +50- % =
X
x > 0.
360000
K(x)=-—75—+25=0 — x?=14400 < x =120; K’ <0dla x < 120, K’ > 0dla
X

x > 120 — minimum.

x =120 m3, Kpin = 3000 + 3000 = 6000 zt | (Srednio 7,5 dostawy rocznie). W optimum koszt
dostaw jest rowny kosztowi magazynowania.

+25x,
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Druga pochodna. Wypuktos¢

Twierdzenie (wypuktos¢, wklestosé, punkt przegiecia)

Jezeli £”7(x) > O w przedziale (a, b), to f jest w nim wypukta (—); jezeli f”/(x) < 0 - wklesta (~).
Jezeli £’ (xo) = 0 f”” zmienia znak w xo, to (xo, f(xo)) jest punktem przegiecia wykresu.
B [GS, Zastosowania pochodnych]

Twierdzenie (warunek dostateczny istnienia ekstremum - Il postac)

Jezeli f'(xg) =01 f”(x0) <0, to f maw xo maksimum; jezeli 7/(xg) =01 f”’(xo) > O — minimum.
H [GS, Zastosowania pochodnych]

Przyktad 17

a)f(x) =x3-3x% f"(x) =6x-6=0 & x=1; f” <0na(—o; 1) -wklesta, f” > 0na (1;c0)

- wypukta; punkt przegiecia (rys. 3). Sprawdzenie ekstremow: f/(0) = -6 < 0 —
maksimum, 7”/(2) = 6 > 0 = minimum.

b) Belka: W”(b) = -b<0-wb = % jest maksimum; koszt: K (x) = Z23% > 0 - w x = 120 jest
minimum.

c) Krzywa suszenia: v’ < 0, u”’ > 0 - wilgotnos¢ maleje coraz wolniej (wykres wypukty); piersnica:
d’ > 0,d” <0-rosnie coraz wolniej (wykres wklesty).

W Zapamietaj

f’ >0, f” >0 -roSnie coraz szybciej; f’ >0, f”” <0 - roSnie coraz wolniej; f’ <0, f”’ >0-
maleje coraz wolniej; ' <0, f”” <0 - maleje coraz szybciej.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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