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KB lloraz roznicowy i pochodna

Definicja (iloraz roznicowy)

Dla przyrostu argumentu Ax # 0 ilorazem roznicowym funkcji f w punkcie xo nazywamy liczbe

Ay  f(xo+Ax) —f(xo)
Ax Ax '

Geometrycznie jest to wspotczynnik kierunkowy siecznej wykresu; fizycznie - Srednie tempo
zmian wielkoSci y na przedziale (xq, xo + Ax).
H [GS, Pochodne funkgji]

Definicja (pochodna)

Pochodna funkgji f w punkcie xo nazywamy granice

f(xo+ Ax) — f(xo)
Ax ’

(0 = i,

o ile istnieje I jest skonczona. Oznaczenia: '(x), y’, d—y
X
& [GS, Pochodne funkgji]

<

Twierdzenie (interpretacja geometryczna)

‘ f’'(xo) jest wspotczynnikiem kierunkowym stycznej

4
sleczna
do wykresu w punkcie (xo, f(xo)). ROwnanie
stycznej: \ stycznz
y = f(x0)(x = xo) + f (x0).
& [F1, Pochodne i rozniczkil X0 X

Rys. 1. Gdy Ax — 0, sieczna przechodzi w styczna.

Przyktad 1 - pochodna z definicji

A A 2,2 N .
f(x) = x% A—y:ﬁ#:Zx+Ax M 2x, wiec ,np. ' (2) = 4.
X X
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B3 Reguty rozniczkowania

Twierdzenie (reguty obliczania pochodnych)

(Frg) =f g, (af)y =af (f-g)=fg+fg

f
f\" fg-fg ;L , . .
(E) = g g#0 (F(g(x)) =f'(g(x)) - g’(x) (funkcja ztozona)

& [GS, Pochodne funkgjil

Pochodne funkcji elementarnych

(¢)=0 (x™) =nx"1 (eX) =e* (a*) =a*lna
’ ro 1 b1 ,
(x)" = (Vx)' = 2V (Inx)" =~ (log, x)" = ——
(sin x)’ = cos x (cos x)’ = —sinx (tgx)’ = p——m
& [GS, Pochodne funkcji]

2 1) -2 2 22\ — 2,-1/3

a) (3x? —2x+5) =6x - 2; b) | =) =-=; c) (Vx?)" = 2x71/
X X

d) (2x3=3)(2x+1)) =6x22x+1)+(2x*=3) - 2=16x>+6x2 -6

)( x? )’_2x()(+1)—x2 x% +2x

X+ 1 (x+1)2 =(x+1)2

Przyktad 3 - funkcje ztozone

(Bx2+1)%)" =2(3x2+1) - 6x = 12x(3x%2 + 1) (e705)" = 0,570

(In(1+¢%)) = 2t (V25— x2)/ = —=

1+ ¢2
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[EJ Pochodna jako tempo zmian

W Zapamietaj

Jezeli y = f(¢t) opisuje wielkoS¢ zmieniajaca sie w czasie, to f’(t) jest chwilowym tempem
zmian tej wielkoSci[1, Pochodne i rozniczkil (jednostka: jednostka y na jednostke czasu). f7/(tog) > 0 -
wielkoSc rosnie, f/(ty) < 0 - maleje.

Przyktad 4 - stezenie zanieczyszczenia w rzece

Po zrzucie Sciekow c(t) = 10t e~% [mg/l], t w godzi-
nach.

Rozwigzanie. ¢’(t) = 10e %% + 10t - (-0,5)e % =
5e705t(2 —¢).

¢’(1) =~ 3,03 mg/(l-h) - stezenie rosnie; c¢’(4) ~ 1,35
- maleje;

¢’(2) = 0 - maksimum stezenia ¢(2) = 2 ~ 7,36 mg/L.

Przyktad 5

a) Populacja N(t) = 1000e%2t: N’(t) = 0,2 - 1000e%%! = 0,2N(t) - tempo wzrostu proporcjonalne
do liczebnosci.

b) Temperatura T (¢) = 9 + 10sin Z&4: 7/(¢) = 192 cos 24 T7(4) ~ 52°C/miesiac, T/(7) = 0
(maksimum w lipcu).

c)Stycznado y =x>wxg=1: F(1)=1,f"(1)=2, y=2(x—1)+1=2x—1.

2 4 6 8 t
Rys. 2. W maksimum styczna jest pozioma.

Rozniczka

Definicja (rozniczka)

Rozniczka funkcji nazywamy iloczyn dy = f’(x) dx. Dla matych przyrostow Ax rozniczka
przybliza przyrost funkgji:

Ay = f(x +Ax) — f(x) = f'(x) Ax.

& [F1, Pochodne i rozniczkil

Przyktad 6 — plama ropy

Pole plamy w ksztatcie kota: P(r) = nr?, P'(r) =2xr.Dlar =100 miAr =2 m:
AP ~ 27 - 100 - 2 ~ 1257 m? (doktadnie 7(102% — 100?) ~ 1269 m?).
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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