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KB Reguta de L'Hospitala

Twierdzenie (reguta de L'Hospitala)

Jezeli przy x — c (takze ¢ = +o0) iloraz

L% daje symbol [3] lub [2], to

. f(x) . f(x)
200 AR g0’

o ile granica po prawej stronie istnieje.
& [GS, Zastosowania pochodnych]

% Zapamietaj

Rozniczkujemy osobno licznik i mianownik (nie liczymy pochodnej ilorazu!). Przed kazdym
uzyciem reguty sprawdzamy, czy rzeczywiscie mamy 3 lub £. Regute mozna stosowac
kilkakrotnie.

. x3—-8 4. 3x? . sin . CoS
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lim — 2 lim —— =0 llmx—gllm—xgllm—=0
t—00 e0»5f t—oo 0,5e0’5t x—oo @X x—oo @X x—oo @X

Pierwsza granica w drugim wierszu oznacza, ze stezenie zanieczyszczenia c(t) = 10te %% w
rzece po dtugim czasie spada do zera.
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3 Monotonicznosc i ekstrema

Twierdzenie (monotonicznosc)

Jezeli f'(x) > 0 na przedziale (a, b), to f jest na nim rosnaca; jezeli f/(x) < 0 - malejaca.
HE [GS, Zastosowania pochodnych]

Definicja (ekstrema lokalne)

Funkcja f ma w punkcie xo maksimum lokalne, jezeli w pewnym otoczeniu xo zachodzi
f(x) < f(x0), 2a minimum lokalne, jezeli f(x) > f(xo).
& [GS, Zastosowania pochodnych]

Twierdzenie (warunki istnienia ekstremum)

Konieczny: jezeli f ma ekstremum w xq i istnieje f’(xo), to f’(xp) = 0.
Dostateczny: jezeli f'(xg) = 0i f’ zmienia znak w xo: z + na — — maksimum, z — na + - minimum.
Dostateczny (Il postac): f’(xo) = 01 f”(x9) < 0 - maksimum; f”'(xo) > 0 — minimum.

B [GS, Zastosowania pochodnych]

% Zapamietaj

Schemat: (1) dziedzina, (2) f’(x), (3) rozwiazanie f’(x) = 0, (4) znak f’ na osi liczbowej, (5)
wnioski 0 monotonicznosci i ekstremach, wartosci £ (xo). Warunek f’(xo) = 0 nie wystarcza: dla
y = x> mamy y’(0) = 0, ale ekstremum nie ma.

Przyktad 2 - szczyt fali zanieczyszczen

c(t) =10te %%, t > 0: ¢'(t) = 5e795¢(2 —¢).
c(t)=0 & t=2; ¢’ >0dlat<2,¢c <0dlat>2.
Maksimum: ¢(2) = 2 ~ 7,36 mg/| po 2 godzinach.

Przyktad 3 - optymalizacja

Otwarty zbiornik o podstawie kwadratowej ma miec objetos¢ 32 m3. Przy boku podstawy a i

wysokosci h = 3% pole powierzchni wynosi S(a) = a*+12,2>0.5'(a) =2a- 2 =0 — a=4

S’ zmienia znak z — na + - minimum. Wymiary: a =4 m, h = 2 m, S, = 48 m>.
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[E} Druga pochodna i przebieg funkgji

Twierdzenie (wypuktos¢, punkt przegiecia)

Jezeli f”/(x) > 0 na (a, b), to f jest wypukta (—); jezeli f””(x) < 0 - wklesta (~). Jezeli " (xg) =0
i £ zmienia znak w xo, to (xo, f(xo)) jest punktem przegiecia.

H [GS, Zastosowania pochodnych]

% Zapamietaj

Badanie przebiegu zmiennosci funkgji: 1) dziedzina; 2) miejsca zerowe, punkty przecigcia z
osiami, parzystos¢; 3) granice na krancach dziedziny, asymptoty; 4) f’: monotonicznosc,
ekstrema; 5) f”’: wypuktoSc, punkty przegiecia; 6) tabelka; 7) wykres.

Przyktad 4 - y = x> — 3x?

1) D =R; 2) x*(x —3) =0: x € {0;3}; 3) XE)Tooy:ioo, d
brak asymptot; B 2t /
4) y' = 3x(x — 2): rosnie na (-0;0) i (2; ), maleje na — >
(0;2); max £(0) = 0, min £(2) = —4; 2l N
5) y” = 6x — 6: wklesta na (—oo; 1), wypukta na (1;c0); Al
punkt przegiecia P(1;-2).
Rys. 1. Max, min i punkt przegiecia.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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