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KB Granica funkcji w punkcie

Definicja (otoczenie punktu)

Niech & > 0. Otoczeniem punktu a nazywamy przedziat otwarty (a — 8, a+ &) o Srodku w
punkcie a.

& [GS, Granice funkgji]

Intuicja. Badajac granice funkcji w punkcie a,
sprawdzamy, do jakiej wartosci zblizaja sie war-
tosci f(x), gdy x zbliza sie do a (z lewej i z prawej
strony). Nie interesuje nas wartosc¢ £ (a) - funkcja 2+
nie musi by¢ nawet okreSlona w punkcie a.

Np. f(x) = ’f%ﬂ nie jest okreSlonaw x = 1, ale dla /

. . 2_ ‘
x #1mamy f(x) = x + 1, wiec lim =] =2, - 2 X
x—1 Rys. 1. Granica w punkcie spoza dziedziny.

B

Definicja (granica funkcji - Cauchy’ego)

Funkcja 7 (x) dazy do granicy g przy x dazacym do a, co zapisujemy lim f(x) = g, jezeli
Veso3ss0 0<|x-al <8 = |f(x)—gl<e,

tzn. dla kazdej liczby £ > 0 istnieje liczba & > 0 taka, ze dla kazdego x spetniajacego
0 < |x — a| < & zachodzi |f(x) — g| < e.
& [F1, Teoria granic]

Interpretacja. Dla dowolnie waskiego pasa (g -
€, g +¢€) wokot g potrafimy wskazac otoczenie (a -
8,a+ &) punktu a, w ktorym wykres funkcji (poza
ewentualnie punktem a) nie wychodzi poza ten
pas.

Na rysunku: f(x) = 1x?+1,a=2,g=2;dlae =05
wystarczy § = 0,44. i X

Rys. 2. Pas ¢ wokot g i otoczenie § punktu a.
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1.1 Granice jednostronne

Liczba g, jest granica lewostronna funkcji ¥ w punkcie a, lim f(x) = g1, jezeli dla dowolnie

matej liczby £ > 0 mozna dobrac & > 0 tak, aby |f(x) — g1] < e dla0 < a — x < &. Analogicznie
granica prawostronna lim f(x) = g2: |f(x) -~ g2l <edla0<x-a<$.

& [F1, Teoria granic]

Twierdzenie

Funkcja f ma w punkcie a granice wtedy i tylko wtedy, gdy granice jednostronne istnieja i sa
rowne: lim f(x) = lim f(x) = g.
xX—a~ x—at
& [GS, Granice funkgji]

Zbadaj granice funkcji f(x) = 3x + % w punkcie x = 0.
Rozwiazanie.
Poniewaz |x|] = x dla x > 0i |x|] = —x dla x < 0, mamy y
f(x)=3x+1dlax >0o0razf(x) =3x-1dla x <0. Stad
Xll_[{)l+ f(x)=1, Xll_[g_ f(x)=-1. | 1 /

Granice jednostronne sg rozne, wigc granica linz) f(x) nie
X—

istnieje.

1.2 Ciagtosc funkcji

Definicja (ciggtosc)

Funkcja f jest ciggta w punkcie a, jezeli ma granice przy x — a i ta granica jest rowna wartosci
funkcji w tym punkcie: lim f(x) = f(a). Funkcja jest ciagta w przedziale, gdy jest ciagta w
kazdym jego punkcie; jej wykres nazywamy linig ciagta.

B [GS, Ciagtos¢ funkgji]
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B3 Granice niewtasciwe i granice w nieskonczonosci

Definicja (granica niewtasciwa)

Jezeli dla kazdej liczby M mozna dobrac § > 0 tak, ze dla wszystkich x spetniajacych
0<|x—a|<&jestf(x)> M,topiszemy lim f(x) = +co. Analogicznie, gdy f(x) < M - piszemy
lim £(x) = —co. Podobnie okreSlamy niewtaSciwe granice jednostronne oraz granice przy

X — +o00.

& [F1, Teoria granic]

Wyrazenia z nieskonczonoscia, ktorych wartosc jest okreslona

p+oo:oo(—oo<p<oo) ﬁ:O (—oo<p<oo) p-oo:oo(0<p§oo)
00

oﬁ+=oo (0<p < ) p2=0 (0"<p<1) p¥=co (1<p<co)

009 =0 (—oo§q<0) ooq—oo(0<q<oo)

& [GS, Granice funkg;ji]

[EJ Obliczanie granic funkgji

Twierdzenie (arytmetyka granic funkcji)

Jezeli istniejg skonczone granice lim f(x) i lim g(x), to granica sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu
X—a X—a

funkcji jest odpowiednio suma, roznica, iloczynem i ilorazem granic (iloraz - gdy lim g(x) # 0);
ponadto lim ¢ f(x) = c lim f(x). Granice w nieskonczonosci liczymy analogicznie)}glz granice
ciagow. o o

& [GS, Granice funkcji]

% Zapamietaj

Schemat obliczania granicy lim 7 (x):
X—a
1. Jesli a € D i funkcja jest ciggta — wstawiamy a do wzoru: granica jest rowna £ (a).

2. Jesli otrzymujemy symbol [%] - przeksztatcamy wzor (rozktad na czynniki, wzory skroconego
mnozenia, usuwanie niewymiernosci) i skracamy.

3. Jesli otrzymujemy [“CZbTa*O] - liczymy granice jednostronne, ustalajac znak mianownika (0*
lub 07).
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x3 = 2x2 . 1-cosx

3
. . -1
a) lim (3x2-2x+5), b)lim X—, c) lim ———, d)lim —
x—=2 x—1 x — 1 x—2 x2-4 x—0 SINn x
Rozwiazanie.

= _2¢D,wi im 2_9 =3-4+44+5=|21 |
a) x € ,WIQCXIL_Z(?)X X+5 =3-4+4+5 .

1) (X2
b) Symbol [§]: lim XD+ x+T) lim(x2+x+1) :.

x—1 x—1
x*(x = 2)
symbol [2]: lim ——>—2 _ _ |im i
¢} symbol [g]: lim = =5 Xsz+2 =0
d)lm(1 —.cosx)(1+c05x)= T — sin? x _ lim sin x _92@.
x—0  Sin x(1+ €OoS x) x—-0SInx(1+cosx) x—-0T1+coSx 2

Granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych

) in ) rcsin . I
Li SNX_ g lim =— tex =1 llmacS X:llmaCth:1
x—0 X x—0 X x—0 X x—0 X

. X —1 .oeX -1 . ln(1
lim 2 lna (>0 Llim =1 llmﬁ:1
x—0 X x—0 X x—0 X

. x . ) 1 a1

lim (1+i) = e? lim(1+x)"/*=e llm&:a (2 eR)
X—£00 X x—0 x—0 X

E& [GS, Granice funkcji]

Przyktad 3

Oblicz lirrl(x —3)7.

. . - 1 . .
Rozwigzanie. Symbol [1%°]. Zapisujemy x -3 =1+ (x —4) = 1+ —— | podstawiamy z = 4"
x—4 B

Dla x — 4* mamy z — +c0, a dla x —» 4~ mamy z — —oo; W obu przypadkach lim (1 + %)Z =e.

Granice jednostronne sg rowne, wigc llm(x 3)44
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Asymptoty

Asymptota wykresu funkcji nazywamy prosta, do ktorej wykres zbliza sie nieograniczenie, gdy punkt
wykresu oddala sie do nieskonczonosci.[F1, Asymptoty]

Definicja (asymptoty)

» Prosta x = xp jest asymptota pionowa, jezeli lim f(x) = +co lub lim f(x) = +£co. Asymptoty
) )(—>)(5r

pionowe szukamy w punktach nieciggtosci lub nieokreslonosci funkgji.
» Prosta y = c jest asymptota pozioma w +co (W —o0), jezeli lirp f(x)=c (lim f(x)=c).
X—+00 X——00
» Prosta y = ax + b jest asymptota ukosna w +co, jezeli istnieja skonczone granice

a= lim M, b= lim [f(x) - ax].

x—to0 X X—+00

(Dla a = 0 otrzymujemy asymptote pozioma.)

& [GS, Asymptoty]

Przyktad 4 — asymptoty pionowe

Wyznacz asymptoty pionowe funkcji #(x) = 2 , D=R\ {-1;2}.
(x=2)(x+1)

Rozwiazanie.

. 9 . ) y
fig £00 =[] = e fim, 700 = [gr] = oo A

lim1_ f(X) = [0%] = o090, lirn]+ f(X) = [O%] = —00 JE E
Proste[ x=2 ]i x =-1 ]sq asymptotami pionowymi. Po- T P f \? 4 X
nadto “T f(x) =0, wiec y = 0 jest asymptota pozioma. | E

Przyktad 5 - asymptota pozioma

Zbadaj asymptoty poziome funkcji f(x) = (%)X +1.

Rozwiazanie.

lirp (%) +1] =@ il=1 = jest asymptota
X—+00
pozioma w +oo.

lim (l)x + 1] = +oc0 = brak asymptoty poziomej w —co.

x——co | \2
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Przyktad 6 - asymptota ukosna

3_4,2
Wyznacz asymptote ukodna funkeji £ (x) = 2 *1,

2
Rozwiazanie.
. f , 3 5x2+1
a:llmﬁ:llmW:& Y
xX—00 X X—00 X
3 _ 2 2
b= lim [—3" 52X hl —3x] = lim —5’(2” _ s,
X—00 X X—00 X

Prosta jest asymptota ukosna (te same gra-

nice otrzymujemy dla x — —o0). Funkcja ma tez asymptote
pionowa x = 0.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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