MATEMATYKA - Technologia Drewna (studia niestacjonarne) - materiaty do pracy samodzielnej

Streszczenie wyktadow 5-6

Catka nieoznaczona i 0znaczona

Blok 111 (2111.2026) « funkcja pierwotna i catka nieoznaczona - tabela catek
- catkowanie wprost, przez podstawienie i przez czesci « od tempa zmian
do wielkosci - catka oznaczona, wzor Newtona-Leibniza « pole obszaru «
wartosc Srednia, wielkoSc catkowita < objetosc bryty obrotowej — objetosc
ktody

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka

Katedra Metod Matematycznych i Statystycznych, Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

KB Funkcja pierwotna i catka nieoznaczona

Catkowanie jest dziataniem odwrotnym do rozniczkowania: znajac f (x), szukamy funkcji F(x), ktorej
pochodna jest rowna f(x).

Definicja (funkcja pierwotna)

Funkcja pierwotna funkcji £(x) w przedziale (a, b) nazywamy kazda funkcje F(x) taka, ze
F’(x) = f(x) dla kazdego x € (a, b).

& [F2, Catka nieoznaczonal]

Twierdzenie

Jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f, to F + C (C € R) tez jest jej funkcja pierwotna. Dwie
funkcje pierwotne tej samej funkcji (w danym przedziale) roznia sig o stata.

& [F2, Catka nieoznaczonal]

Definicja (catka nieoznaczona)

Catka nieoznaczong funkcji £ (x) nazywamy wyrazenie
/f(x) dx = F(x) + C, gdzie F’(x) = f(x),
f(x) - funkcja podcatkowa, dx - rozniczka zmiennej catkowania, F(x) - funkcja pierwotna, C -

stata catkowania.

H [GS, Catki nieoznaczone]

Interpretacja geometryczna. Wykresy wszystkich funk-
cji pierwotnych funkcji £ powstaja z jednego z nich
przez przesuniecie wzdtuz osi Oy. W punktach o tej sa-
mej odcietej styczne do tych wykresow sg rownolegte -
maja wspotczynnik kierunkowy f (x).[F2, Catka nieoznaczonal |
Np. [ 2x dx = x? + C: wszystkie parabole y = x*+ C -2 \
majg w punkcie x = 1 styczne o nachyleniu 2. -

|
Rys. 1. Rodzina funkgji pierwotnych y = x2 + C.
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3 Wtasnosci i wzory podstawowe

Twierdzenie (wtasnosci catki nieoznaczonej)

1. /(f(x)ig(x))dx:/f(x) dxi/g(x) dx
2. /af(x)dx:a/f(x)dx, aeR

3. ( / f(x) dx) = f(x) - kazdy wynik mozna sprawdzic przez rozniczkowanie.

B [GS, Catki nieoznaczone]

Podstawowe wzory rachunku catkowego

n+1
/x”dx:x +C, n#-1 /ﬂ:ln|x|+c
n X

e“dx=e*+C
+1

sinxdx =—-cosx +C

X
/a"dx: 2 +C,0<a#1 /COSxdx:Sinx+C

—_— — — —

Ina
dx dx dx ]
=tgx+C / : =—-ctgx+C =arcsinx + C
-/COSZX sin® x V1 — x2
dx f’(x)
=arctgx+C dx =1In|f +C dx=x+C
,/1+x2 gx /f(x) X (0l x=x

E [GS, Catki nieoznaczone]

W Zapamietaj

Pierwiastki zamieniamy na potegi: vx = x2, VxZ = x3, L =x72,
f\/;dngx%+c, f%:—%+c.
Catka iloczynu nie jest iloczynem catek, a catka ilorazu nie jest ilorazem catek:

/f(x)g(x) dxi/f(x) dX'/g(x) dx. /f(x) dxim

£(x) [ g(x)dx

%:x 2. Np.

) catkowanie wprost

Catkowanie wprost polega na takim przeksztatceniu funkcji podcatkowej (rozbicie na sume, zamiana
pierwiastkow na potegi, podzielenie przez mianownik), aby mozna byto zastosowac wtasnosci 1-2 i
wzory podstawowe.

Przyktad 1
4 2

/(4x3—6x+5)dx:4-%—6-%+5x+c:x4—3x2+5x+C

2 2
/(3\/_—;)dx=3/x%dx—2 %:3-§x%—2[n|x|+C:2xx/_—2ln|x|+C

2 1 1 2
/X+ dx:/(x+—)dxzx—+ln|x|+C
X X 2
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/(2e"+3c05x)dx:2e"+3sinx+C

Sprawdzenie pierwszego wyniku: (x* —3x? + 5x + C)’ = 4x> — 6x + 5.

Catkowanie przez podstawienie

Twierdzenie (catkowanie przez podstawienie)

Jezeli funkcja t = g(x) ma ciagta pochodng, a funkcja f jest ciggta na zbiorze wartosci funkcji g,
to

/f(g(X))g'(X)dX=/f(t)dt,

przy czym po scatkowaniu prawej strony podstawiamy ¢t = g(x).

H [GS, Catki nieoznaczone]

Schemat: 1) wybieramy t = g(x) (zwykle funkcje wewnetrzng), 2) obliczamy dt = g’(x) dx, 3) zamie-
niamy cata catke na zmienna ¢, 4) catkujemy, 5) wracamy do zmiennej x.

Przyktad 2

= x2 = 1
/Xexde: t=x% dt =2xdx

:—/etdt:let+C:%exz+C

xdx=%dt 2 2
t=2x+3, dt =2dx | 1 i (2x +3)°
2x +3)°dx = ’ =_ | Pdt=—+C=""_"4C
/(”) X ax = Ldt 2/ 12" 12
2x t=x2+1 dt 5
/X2+1dx_ dt = 9x dx _/T_ln|t|+c_ln(x +1)+C

Whnioski z twierdzenia o podstawieniu

Jezeli [ f(x)dx = F(x)+ C,to dla a # 0 (podstawienie ¢t = ax + b, dt = a dx):
1 . .. 1
/ f(ax +b)dx = - F(ax+b)+C,  wszczegdlnosci / eX* dx = < ek* 4 C.

' (x)
f(x)

Licznik jest pochodna mianownika (podstawienie ¢t = f(x)): / dx = In|f(x)| + C.[GS, Catki

nieoznaczone]

Przyktad 3

/ e 095t gr = € o2 p0e00% 4 ¢
- 005 T ’

1 .
/ cos(3x) dx = 3 sin(3x) + C,

x3 + 2x

3x%2+2 > o . .
/ dx =In|x’ +2x|+ C (licznik jest pochodng mianownika).

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 3/1



Matematyka - Streszczenie wyktadow 5-6 Technologia Drewna

I3 catkowanie przez czesci

Twierdzenie (catkowanie przez czesci)

Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne, to

/ F(x) &' (x) dx = F(x) g(x) - / F(x) g(x) dx.
& [GS, Catki nieoznaczone]

Wzor wynika z catkowania wzoru na pochodna iloczynu (fg)’ = f'g + fg’. Za f wybieramy funkcje,
ktora po zrozniczkowaniu sie upraszcza (np. x, In x), a za g’ - funkcje tatwa do scatkowania (np. e*,
sin x, cos x, 1).

Przyktad &4

f: I: X
/xe"dx— x &=¢ :xe"—/e"dx=ex(x—1)+c
ff=1 g=e¢e*
/lnxdx:/1-lnxdx2 f:lTX g =1 =xlnx—/1—-xdx:xlnx—x+C
fl=+ &=x X

f=x g =e*
ff=1 g=-e*

/xe_"dx:

I3 0d tempa zmian do wielkosci

=-xe ¥ +/ e ¥dx=-(x+1)e*+C

Jezeli znamy tempo zmian wielkoSci, np. v’(t), to sama wielkoS¢ otrzymujemy przez catkowanie:
u(t) = f u'(t) dt. Catka daje rodzine funkcji; stata C wyznaczamy z warunku poczatkowego (np.
znanej wartosci w chwili ¢ = 0).

Przyktad 5 - wilgotnosc z tempa suszenia

WilgotnosSc tarcicy w suszarni maleje w tempie v’(t) =
-2,6e79% [%/h], a na poczatku u(0) = 60% (model
przyblizony). Wyznacz u(t). u
Rozwigzanie. Ze wzoru na | e*'dt:

26
u(t) = / ~2,6e7005 g = —= 7005t ¢

—-0,05
=52 +c. gl T
Z warunku u(0) = 60: 52 + C = 60, C = 8, zatem % 4 72 96t
. Rys. 2. Rodzina funkcji pierwotnych i rozwiazanie z
u(t) = 8 +52e700% ’ Jest to krzywa suszenia z wy- c=8
ktadu 1; wilgotnosc dazy do wilgotnosci rownowagowe;j

8%.
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Przyktad 6 - koszt catkowity z kosztu krancowego

Koszt krancowy przetarcia (koszt kazdego kolejnego m3) wynosi K’(x) = 40 + 0,6x [zt/m3], a
koszty state — 2000 zt (wartosci przyktadowe).

Rozwigzanie. K(x) = [(40+0,6x) dx = 40x +0,3x? + C; K(0) = 2000 = C = 2000,

K (x) = 0,3x2 + 40x + 2000. Koszt przetarcia 100 m?: K (100) = 3000 + 4000 + 2000 = | 9000 zt |

Catka oznaczona

Definicja (suma catkowa, catka oznaczona)

Niech a = xo < x1 < --- < x, = b bedzie podziatem przedziatu [a, b], Ax; = x; — x;_1,

&i € [xi—1, xi] — dowolnymi punktami posrednimi. Sume S, = X7, () Ax; nazywamy suma
catkowa. Jezeli przy coraz drobniejszych podziatach (maxAx; — 0) sumy S, daza do tej same;j
granicy wtasciwej, niezaleznie od wyboru punktow ¢&;, to granice te nazywamy catka oznaczona
funkcji ¥ na [a, b]:

/b f(x)dx = ,!Lrgoi f (&) Ax;.
a i=1

a - dolna, b - gorna granica catkowania. Catka oznaczona jest liczba.

& [F2, Catka oznaczona]

Funkcja ciggta na [a, b] jest na nim catkowalna.[Gs, catki y

oznaczone] 1

Interpretacja geometryczna. Dla f > 0 catka /a o F (x) dx 7
jest polem obszaru pod wykresem f nad przedziatem
[a, b].IGS, catki oznaczone]

0,5

Np. dla f(x) = x? na [0, 1] i n rownych czeSci (wysokos¢
prostokata = wartos¢ w prawym koncu): Sy ~ 0,469, Sg ~
0,398, Si6 ~ 0,365, S32 ~ 0,349, a granica wynosi 1.

Twierdzenie (Newtona-Leibniza)

Jezeli f jest ciagta na [a, b], a F jest dowolna jej funkcja pierwotna, to

0,5 1 X
Rys. 3. Suma catkowa dla f(x) = x2,n = 8.

b b
/ F(x) dx = [F(x)] = F(b) - F(a).
HE [GS, Catki oznaczone]
Stata C nie ma znaczenia: (F(b) + C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a). Catke oznaczong obliczamy wigc w

dwoch krokach: wyznaczamy funkcje pierwotng (dowolng metoda z czesci 3-5), potem podstawiamy
granice.
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Przyktad 7
1 311 3
1 3
/Oxzdx:[%] = 3 /1(2x+1)dx:[x2+x]1:12—2=10
T e e
/smxdx— COSX] —141=2 /ﬂ:[lnx] —1-0=1
0 0 1 X 1

[ttt [ eafote ]

Ml—'

Twierdzenie (wtasnosci catki oznaczonej)

b b b
liniowosc: / [af (x) £ Bg(x)]|dx = a/ f(x)dx + /3/ g(x) dx
a . . a . a
addytywnosc: / f(x)dx = / f(x) dx +/ f(x)dx, a<c<b
b a a
zamiana granic: / f(x)dx = —/ f(x)dx, / f(x)dx =0
a b a

b b
monotonicznos¢: f < gna[a b] = f(x)dx < / g(x) dx
a a

HE [GS, Catki oznaczone]

K3 Pole obszaru

Pole obszaru

b
» pole pod wykresem: P = / |f (x)| dx - gdy f zmienia znak, dzielimy przedziat w miejscach

a
zerowych; czesci pod osia Ox liczymy ze znakiem minus,

b
» pole miedzy krzywymi (f(x) < g(x) na [a, b]): P = / [g(x) - f(x)]dx.

”

Schemat: (1) szkic, (2) punkty przeciecia krzywych = granice a, b, (3) ktora funkcja jest ,gorna
(sprawdzamy w dowolnym punkcie przedziatu), (4) catka.

& [GS, Zastosowania catek oznaczonych]
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Przyktad 8 - funkcja zmieniajaca znak

Pole obszaru miedzy wykresem f(x) = x2 — 4 a 0sig Ox
dla x € [0, 3].

Rozwiazanie. Miejsce zerowe w przedziale: x = 2; na [0, 2] y

f<0,na[23]f>0. ST /
2 3 2 3

= _ 2 2 _ _ X8 3 |
P _/o (4—x )dx+‘/2 (x“—4)dx [4x T ]0+[—3 4x]2

3 3

Uwaga: (x> ~4)dx =9-12=-3 % P.

Przyktad 9 - pole miedzy krzywymi

Pole obszaru ograniczonego krzywymi y = x? i y = 4x. Y
Rozwigzanie. Punkty przecigcia: x2 = 4x = x(x—4) =0, 161
x € {0;4}. Na [0,4] mamy 4x > x% (np.dla x = 1: 4 > 1),
wiec g |
4 374
X 64 32 =~ ;
P:/O(4x—x2)dx:[2x2—?]0:32—?: 3 L X

Przyktad 10 - przekroj deski nieobrzynanej

Deska nieobrzynana ma grubosc 5 cm; jej dolna ptasz- oA
czyzna ma szerokos¢ 30 cm, a gorna 20 cm. Obte krawe- o T .
dzie (fragmenty pobocznicy ktody) opisuje parabola /: :\\
y=9- ’2‘—; [cm] (model przyblizony; 05 Ox na dolnej : '
ptaszczyznie, 05 Oy w Srodku deski). Oblicz pole prze-
kroju i pole odpadu przy obrzynaniu. czesci (obtzyny).

¢ I T I ‘
-15 -10 10 15

x € [10;15]:

3

Pole przekroju: P =30-5-2-2 = % ~| 126,7 cm? |. Po obrzynaniu do szerokosci 20 cm
zostaje prostokat 20 - 5 = 100 cm?, a do odpadu trafia & ~ 26,7 cm?, tj. ok. 21% przekroju.

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka

M é )
16 7 23 ~

= — b = = |[— Rys. 4. Pole pod osia liczymy z minusem.

Rys. 5. Obszar miedzy y = 4x iy = x2.

Po:/1015[5_(9—;—;)]dxz‘/1015(;—;—4)dx: )7(_5—4)(]12:(45—60)—(2—0—40):?_

Rys. 6. Przekroj deski; na czerwono - brakujace

Rozwigzanie. Parabola przechodzi przez punkty (15,0) i (10, 5). Przekroj to prostokat 30 x 5 cm
bez dwach obtzyn. Prawa obtzyna to obszar miedzy prostg y = 5 (gorna) a parabola (dolna) dla

7/ 1
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E) Wartosé Srednia i wielkosé catkowita

Twierdzenie (o wartosci Sredniej)

b
Jezeli f jest ciagta na [a, b], to istnieje ¢ € [a, b] takie, ze / f(x)dx = f(c)(b - a). Liczbe

1 b

s
a

f(x)dx

nazywamy wartoscia Srednia funkcji f na [a, b]. Prostokat o podstawie [a, b] i wysokosci £z, ma
to samo pole co obszar pod wykresem f.
& [GS, Catki oznaczone]

Przyktad 11 - Srednia temperatura w suszarni

Podczas nagrzewania suszarni temperatura powietrza wynosi T (¢) = 80 — 60e~%%¢ [°C], t w
godzinach (model przyblizony). Srednia temperatura w ciggu pierwszych 12 godzin:

1 025 1
- — [ (80-60e0%t)gr = —
T Jdt =13

— 60+20e3 ~ .

12960 + 240e 3 — 240

T. [801‘ +240 e-°’25f]
s 0 12

% Zapamietaj

Jezeli q(t) jest natezeniem (tempem) procesu, to wielkoS¢ catkowita w przedziale (¢, t,) wynosi

ty
0- / a(t) dt

1

- jest to pole pod wykresem natezenia. Przyktady: tempo odparowania wody [kg/h] — masa
odparowanej wody [kg]; zuzycie kleju na linii [kg/h] — zuzycie na zmiane [kg]; moc [kW] —
energia [kwWh]; sita F(x) [N] na drodze x [m] — praca [J].

Przyktad 12 - woda odparowana z partii tarcicy

Partia tarcicy ma w stanie absolutnie suchym mase mg = 10 t (wartos¢ przyktadowa) i suszy sie
jak w przyktadzie 5. Z definicji wilgotnosci u = ’";—g’o - 100% [FK, Drewno a woda] masa wody w
drewnie wynosi m,, = m — mg = mo55, WieC woda odparowuje w tempie

v () 2,6 @~005¢

00 :1OOOO-T:260e‘°’°5t [kg/h].

q(t) =—-mo

W ciggu pierwszej doby odparowato

2 2
- -005¢t 4. _ [_ -005¢ | _ _e12) 4
Q —/0 260 e dt = |-5200e ]0 5200(1 — e~ %) 3634 kg |.

Sprawdzenie: u(24) = 8 + 52e~"2 ~ 23,66%, wiec wilgotnos¢ spadta o 36,34 punktu
procentowego, a 0,3634 - 10000 kg = 3634 kg.
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Przyktad 13 - praca przy przeciaganiu ktody

Praca sity zmiennej F(x) dziatajacej wzdtuz osi Ox na drodze od x; do x, wynosi
W = L’f F(x) dx.[HRWA, Energia kinetyczna i pracal Wyciggarka wcigga ktode na pochylnie z rolkami, a
potrzebna sita maleje: F(x) = 1500 — 60x [N], x € [0;20] m (model przyblizony).

20

20
W= [ (1500 - 60x) dx = [1500x—30x2]0 =30000—12000=[18000J=18 k) ]
0

k] Objetosc bryty obrotowej - objetosc ktody

Objetosc bryty obrotowej

Bryta powstata z obrotu wokot osi Ox obszaru pod wykresem ciagtej funkcji r(x) > 0, x € [a, b],
ma objetosc

b
V=7l'/ r?(x) dx.
a

B [GS, Zastosowania catek oznaczonych]

Skad ten wzor? Ktode (bryte) dzielimy na cienkie pla-

stry grubosci Ax. Plaster w miejscu x jest w przyblize- "

niu walcem o promieniu r(x), wiec AV ~ nr?(x) Ax. /\

Sumujac plastry i zageszczajac podziat, otrzymujemy \) X
0

catke - tak samo jak pole pod wykresem otrzyma-
liSmy z sumy prostokatow. Funkcja r(x) to profil
ktody: promien w odlegtoSci x od czota grubszego Rys. 7. Ktoda podzielona na plastry (walce).
(odziomka).

Przyktad 14 - walec i stozek Sciety

a) Walec, r(x) = R: V = nfoL R?dx = ﬂRZ[X]é = wR%L - znany wzor (pole podstawy razy
wysokosc).

L

b) Stozek Sciety: promief maleje liniowo od R; (odziomek) do R, (czoto ciensze),
r(x) = Ry + 228 x. Podstawienie t = r(x), dt = 278 dx, granice: x =0 = t = Ry,
x=L=t=Ry

L R 3 3

L 2 L R; - R

v:n/ r2(x) dx = —~ / P2dr=—"2 T2 T
0 R2 — Ry Jg,

‘ V= %L(R12+R1R2+R§)

(skorzystaliSmy ze wzoru R} — R} = (R; — R1)(R} + R1R; + R?)). Dla ktody o dtugosci L = 5m i
Srednicach cz6t d; = 40 cm, d; = 30 cm (R; = 02m, Rz = 0,15 m):
V = 32(0,04 + 0,03 +0,0225) ~ 0,484 m®.
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Przyktad 15 - paraboloida obrotowa i wzor Smaliana

Przyjmijmy, ze liniowo zmienia sie kwadrat promienia (bryta jest wtedy fragmentem
paraboloidy obrotowej):

2 _ p2
r?(x) = R12+%x, x € [0, L].
Rozwiazanie.
L R2 — R? R2-R? L R2 — R? R? + R?
V= (R2+ 2~ ™ )d _ [Rz s27 2] _ L(R2+ 2 1): PR
ﬂL 1 L X\)|ax T 1X 2L X . y/ 1 2 y/ 2

Oznaczajac pola przekrojow czot Sy = nR?, S, = nR3, otrzymujemy

S1+ 85

> - wzor Smaliana.

V=L

Objetosc jest rowna dtugosci razy Srednia arytmetyczna pol przekrojow obu czot - wystarczy
zmierzy¢ dtugosc ktody i Srednice czot. Dla paraboloidy wzor ten jest doktadny. Dla L = 5 m,

dy =40 cm, d =30 cm: V = 5. ZOOHZ00D 0491 m?,

Przyktad 16 - wzor Hubera i porownanie

Wzor Hubera traktuje ktode jak walec o przekroju zmierzonym w potowie dtugosci: Vi, = S, - L,

gdzie S, = nr?(5%).

. RZ-R?  RZ24+RZ . c c o g
Paraboloida: r2(5) = R? + =21 = 2072 wiec Sy = 2552 i vy = L3252 — wzbr Hubera tez jest

doktadny. Uwaga: Srednica w Srodku wynosi wtedy d, = 2,/ 22295 + 0,354 m, a nie 35 cm
(Srednia Srednic czot).

Stozek Sciety: r(5) = 2282 = 0,175 m, Vi = 7-0,1752- 5 ~ 0,481 m?, Smalian: 0,491 m?, wartos¢
doktadna (catka): 0,484 m3.

ObjetoScidla L =5m, d; =40 cm, d, = 30 cm:

ksztatt ktody catka = fOL r2dx Smalian Huber
paraboloida obrotowa 0,491 m?3 0,491 m3 0,491 m?3
stozek Sciety 0,484 m3 0,491 m3 (+1,4%) 0,481 m3 (-0,7%)

W Zapamietaj

Objetos¢ ktody o profilu r(x): V = 7rfoL r2(x) dx. Wzor Smaliana V = L3132 j wzér Hubera
V = S,,L s3 doktadne dla paraboloidy obrotowej (gdy r? zmienia sie liniowo), a dla innych
ksztattow daja przyblizenie; dla stozka Scietego Smalian zawyza, a Huber zaniza objetosc.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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