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KB Iloraz roznicowy i pochodna w punkcie

Niech y = f(x) bedzie funkcja okreSlona na przedziale (a, b) zawierajagcym punkt xo. Oznaczamy:
Ax = x — xo — przyrost argumentu, Ay = f(xo + Ax) — f(xo) — przyrost wartosci funkcji.

Definicja (iloraz réznicowy)

llorazem roznicowym funkcji : (a, b) — R odpowiadajacym przyrostowi Ax # 0 argumentu xo
(gdzie xo + Ax € (a, b)) nazywamy liczbe

Ay  f(xo+Ax)—f(xo)
Ax Ax ’

HE [GS, Pochodne funkgji]

Definicja (pochodna funkcji w punkcie)

Pochodna funkgji f w punkcie xo nazywamy granice ilorazu roznicowego, gdy przyrost

argumentu dazy do zera:
, T f(xo+ Ax) —f(xg)
Fx) = Al)l(To Ax '

Rownowaznie: f’(xp) = lim f) = f(x0) _ iy FX0+ ) — Fx0)

X—X0 X — X0 h—0 h
funkcja nie ma pochodnej w xo.

. Jezeli granica nie istnieje,

& [GS, Pochodne funkg;ji]
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Twierdzenie (interpretacja geometryczna)

lloraz réznicowy 2% = tga jest
wspotczynnikiem kierunkowym siecznej. Gdy
Ax — 0, sieczna przechodzi w styczng i

siecsha”’

pd
styczr

f/(Xo) = tg ay, Ay

Rownanie stycznej:

gdzie ap — kat nachylenia stycznej do osi Ox. \ }

4 T
y = f'(x0)(x = xo0) + f(x0). P X0 + Ax x
Rys. 1. Sieczna i styczna do wykresu w punkcie xo.
B [F1, Pochodne i rozniczki]

Q 0znaczenia pochodnej

f'(x), y’ (Lagrange) d’;(xx)

pochodna w kazdym punkcie przedziatu, to funkcje x — f’(x) nazywamy pochodna funkgji 7.

Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkcji £(x) = x? (w punkcie x i w punkcie xq = 2).

. . A Ax)2 — x2  2xA Ax)?
Rozwiazanie. —Z = (x+Ax)" - x _ 2xAx + (Ax)
Ax Ax

A
f(x) = Alimo(2x +Ax) = , af(2)= X

Wykaz, ze funkcja y = |x| nie ma pochodnej w punkcie xo = 0.
O+ Ax| 0] |Ax|

Ax Ax
—1) sg rozne, wiec granica nie istnieje - funkcja nie ma pochodnej w 0 (wykres ma ,,ostrze”).

’ Z_i’ (Leibniz) Df(x), Dy (Cauchy). Jezeli funkcja ma

=2x + Ax, zatem

Rozwiazanie. = 1dla Ax > 0oraz -1 dla Ax < 0. Granice jednostronne (1 i
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3 Reguty obliczania pochodnych

Ekoenergetyka

Twierdzenie (reguty obliczania pochodnych)

Jezeli funkcje f i g sa rozniczkowalne, to:

(Fxg) =f+g (a-f)=a-f', aeR
., , f\" f.g-f-g
(f-g)=f-g+f-g (—):—2,g¢o
g g
& [GS, Pochodne funkgji]
Pochodne funkcji elementarnych
(c) = (x) =1 (x¥)" =k xKT
(sin x)’ = cos x (cosx)’ = —sinx (tgx)’ = o2 x’ (ctgx)’ = S x
X\ _ X X\ — aX ’_ 1 ’r_ l
(&) =a*lna (e¥) =e (w&x)—;m?(MX)—x(x>m
1 A 1 A —1 A 1 A -
(arcsin x)’ = — (arccos x)’ = — (x| < 1) (arctgx)’ = T2 (arcctg x)’ = 2

Oblicz pochodne:a) y =3x2 - 2x+5, b) y = (2x> =3)(2x+ 1), ©) y =

Rozwigazanie.

a) y' =3(x2 —2(x) +(5) =3-2x—2+0=[ 6x -2 .

b) y/ = (2x3=3)"(2x+ 1)+ (2x> = 3)(2x + 1)’

C3xAx =)= =1)-1  2x3-3x2+1  (x-1)2(2x+1) _
- (x = 1)? T (x = 1)2 -

GDORx) - 2 4 x4 1, wieC y/ = 2x + 1.

o)y’

Inaczej: y =
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x3 -1
x—1"

6x2(2x + 1) +2(2x3 - 3) :[ 16x> + 6x2 —6].

2x+1 |
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[EJ Pochodna funkcji ztozonej i odwrotnej

Twierdzenie (pochodna funkcji ztozonej)

Jezeli funkcje f i g sa rozniczkowalne, to

(fF(g(x) =f'(g(x)) - g"(x)

- pochodna funkcji zewnetrznej (obliczona w punkcie g(x)) razy pochodna funkcji wewnetrznej.
& [GS, Pochodne funkgjil

Przyktad 4
a)y=0Bx2+1)% y =23x2+1)-6x = 12x(3x2+1) | b) y = 4(2x2+ x - 1)2:

y’ :4,2(2X2+X_1)(4x+1) :[8(2x2+x—1)(4x+1) ]

Twierdzenie (pochodna funkcji odwrotnej)

Pochodna funkcji odwrotnej jest odwrotnosciag pochodnej funkcji danej:  y, = " x, # 0.

!

Yy
& [F1, Pochodne i rozniczki]

Wyprowadz wzor na pochodna funkgji y = In x.

c . . ] d 1
Rozwigzanie. Funkcja y = ln x jest odwrotna do x = e, a d—X =eY = x. Zatem (lnx)’ = —.
y X

Analogicznie (log, x)’ = ITYS
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Rozniczka funkcji

Ekoenergetyka

Dla matych przyrostow Ax iloraz roznicowy niewiele
rozni sie od pochodnej, wiec

Ay = f(x+Ax) — f(x) = f'(x) Ax.

Definicja (rozniczka)

Rozniczka funkcji nazywamy iloczyn pochodnej tej
funkcji przez przyrost dx # 0 zmiennej niezaleznej:

dy = f'(x) dx.
& [F1, Pochodne i rozniczkil

Stad ' (x) = Z—f(/ (oznaczenie Leibniza). Funkcje, ktora
ma pochodng, nazywamy rézniczkowalna.

% Zapamietaj

AN @

dx

X X+ Ax X
Rys. 2. Rozniczka dy i przyrost Ay = dy + btad.

» f’(xp) to granica ilorazu roznicowego = wspotczynnik kierunkowy stycznej.

» Pochodng iloczynu i ilorazu liczymy wedtug odpowiednich wzorow - nie jest to iloczyn ani

iloraz pochodnych.

» Pochodna funkcji ztozonej: ,pochodna zewnetrznej x pochodna wewnetrznej”.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka

5/5



	Iloraz różnicowy i pochodna w punkcie
	Reguły obliczania pochodnych
	Pochodna funkcji złożonej i odwrotnej
	Różniczka funkcji

