MATEMATYKA - Technologia Drewna (studia niestacjonarne) - materiaty do pracy samodzielnej

Streszczenie wyktadow 7-8

Wektory i macierze
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wektorach, wersory « norma, odlegtosc punktow - iloczyn skalarny, kat,

prostopadtosc « macierze i ich rodzaje, transpozycja, slad - dodawanie i
mnozenie macierzy, rownania macierzowe * zastosowania w technologii
drewna

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka

Katedra Metod Matematycznych i Statystycznych, Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

KB Wwektory w przestrzeni R”

Definicja (wektor w R")

Wektorem n-wymiarowym nazywamy uporzadkowany uktad n liczb rzeczywistych
a=[ay,a,...,a,|. Liczby ay,. .., a, nazywamy wspotrzednymi (sktadowymi) wektora. Zbior
wszystkich wektorow n-wymiarowych oznaczamy R”:

R" ={[a1,a5...,2,) : a1,a2,...,3, € R}.

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Definicja (przestrzen wektorowa)

Zbior R" z dziataniem dodawania wektorow i mnozenia wektorow przez liczby rzeczywiste
nazywamy n-wymiarowa rzeczywistg przestrzenia wektorowa.

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Dla n = 2 wektory mozna przedstawic na ptaszczyznie, dla n = 3 - w przestrzeni. Dla n > 3 wektora nie
da sie narysowac, ale wszystkie dziatania wykonuje sie identycznie. W technologii drewna wektorem
jest np. sita ciagnaca ktode (dwie lub trzy sktadowe), zestaw wynikow pomiaru wilgotnosci kilku
probek z jednej partii tarcicy albo zestaw ilosci materiatow potrzebnych do wykonania mebla.

Definicja (wektor zaczepiony)

Wektor AB to uporzadkowana para punktow: punkt A jest poczatkiem (punktem zaczepienia),
punkt B - koncem wektora. Wektor ma kierunek (prosta, na ktorej lezy), zwrot (od A do B) i
dtugosc. Wektory o tej samej dtugosci, kierunku i zwrocie uwazamy za rowne; zbior takich
wektorow to wektor swobodny.

& [HRW1, Wektory]
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Wspotrzedne wektora

H
R% A= (aj,a)),B=(b1,by) = AB=[b1—ay, by—a;]
R3 A= (ay, a2 a3), B= (b1, by b3) = /ﬁ=[b1—a1, by — a3, b3 — a3 ]
R A= (ay,...,a,),B=(bi,....by) = AB=[bi—ar...,by—a,]

Wspotrzedne wektora to roznice wspotrzednych konca i poczatku.

& [MS, Wektory]

Przyktad 1

Wyznacz wspotrzedne wektora AB, jezeli A = (1,2), B =
(5,5).

Rozwiazanie. AB = [5-1,5-2] = .

Wektor [4,3] zaczepiony w poczatku uktadu wspotrzed-
nych jest rowny wektorowi AB (Rys. 1).

Dla A= (1,0,2), B=(3,23): AB=[3-1,2-0,3-2] =
[2,2,1].

¥

Rys. 1. Wektor ABi rowny mu wektor [4,3].

Definicja (wektor kolumnowy i wierszowy, transpozycja)

Wektor mozna zapisac¢ w kolumnie (wektor kolumnowy) lub w wierszu (wektor wierszowy).
Zamianeg jednego zapisu na drugi nazywamy transpozycja i oznaczamy symbolem 7:

ai
a=|a| = a’

=[a; ap as], b=[def] = b= @)’ =a.

N 0 Q

as

& [MS, Macierze]

Przyktad 2 - wektory pomiarow

Wymiary nominalne listwy (grubos¢, szerokos¢, dtugosé w mm): x = [20, 45, 1200]” - wektor z
R3. Wilgotnosci [%] pieciu probek pobranych z jednej partii tarcicy:

w = [12,4; 11,8; 13,1; 12,0; 12,7] - wektor z R> (wartosci przyktadowe). Kolejnosé
wspotrzednych ma znaczenie: trzeba pamietac, co oznacza kazda z nich.
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3 Dziatania na wektorach

Definicja (dziatania na wektorach)

Niecha=[a,...,a,],b=[b1,...,b,] Oraz k e R.

» Suma: a+b=[a;+by, ay+by,..., a,+b,].

» Roznica: a—b=1[a;— by, ap—by,..., a,— b,].

» Iloczyn wektora przez liczbe: ka = [ka;, ka, ..., ka,].

» Wektor zerowy: 0= [0,0,...,0]; wektor przeciwny: -a=(-1)a=[-a,...,—a,].

Dziatania wykonujemy po wspotrzednych. Dodawac i odejmowac mozna tylko wektory o tej
samej liczbie wspotrzednych.
& [MS, Wektory]

v
~

—a
Rys. 2. Reguta rownolegtoboku: a = [3,1], b = [1,2]. Rys. 3. Mnozenie wektora a = [2, 1] przez liczbe.

Geometrycznie sume a+b wyznacza przekatna rownolegtoboku zbudowanego na wektorach ai b (lub
Jfancuszek”: poczatek b w koncu a). Roznica a - b to wektor od kofica b do konca a. Mnozenie przez
k > 0 zmienia dtugosc k razy i zachowuje zwrot; mnozenie przez k < 0 zmienia zwrot na przeciwny.

Wtasnosci dziatan na wektorach

Dla dowolnych a,b,c € R" oraz k,/ € R:

l.a+b=b+a (przemiennosg) 5. k(a+b) =ka+kb
2.(a+b)+c=a+(b+0 (tacznosc) 6.(k+/a=ka+/a
3.a+0=a 7. k(/a) = (k/)a
4,a+(-a)=0 8.1-a=a

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Przyktad 3

Dlaa=[2-1,3]ib=1[1,4-2] oblicza+b,a-b, 3a-2b.
Rozwigzanie.a+b =[2+1, -1+4,3-2]=[3,3,1]; a-b=[2-1, -1-4, 3+2] =[1,-5,5];
3a—2b = [6,-3,9] - [2,8,—4] =.
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Przyktad 4 - stan magazynu stolarni

Stan magazynu (ptyta [m?], obrzeze [m], okucia [szt.]) w poniedziatek wynosi s = [40, 250, 600].
Przychodzi dostawa d = [60, 150,400], a tygodniowe zuzycie to z = [35, 120, 300] (wartosci
przyktadowe). Stan po dostawie i dwoch tygodniach pracy:

s+d -2z = [100, 400, 1000] — [70, 240, 600] = [ [30, 160, 400] ]

Definicja (kombinacja liniowa)

Kombinacja liniowa wektorow a;, a,, . . .,a, € R” nazywamy kazdy wektor b € R” postaci
b:/l1a1+/\2a2+---+)tkak, Al,..., Ak € R.

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Definicja (wersor)

Wersorem nazywamy wektor, ktorego dtugosc jest rowna 1. Wersory osi uktadu wspotrzednych:
wR2% i=[1,0],j=[0,1]; wR3: i=[1,00],j=101,0]k=[0,0,1].
& [Ms, Wektory]

Twierdzenie

Kazdy wektor mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wersorow osi:
[31,32] = a1i+22j, [21,22, 33] = a1i+a2j+agk.

& [MS, Wektory]

Przyktad 5
u=[7,-31=7i-3j;, w=[20,-5]=2i+0j-5k=2i-5k; 4i+j-k=1[4,1,-1].
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3 Norma (dtugosc) wektora

Definicja (norma wektora)

Norma (dtugoscia) wektora a = [a1, ay, . . ., a,] nazywamy liczbe

lall = a2+ a2+ + a2

W R? jest to twierdzenie Pitagorasa: ||[3,4]|| = V9 + 16 = 5.
& [MS, Iloczyn skalarny]

Wtasnosci normy

1.][all > 0, przy czym |jal| =0 < a=0; 2. ||ka|l = |&[ [1all; 3. lla+b| < [la]l + ||b]|
(nierownosc trojkata).
& [MS, Iloczyn skalarny]

Odlegtosc punktow, wersor kierunku

1 . . . .
Dla a # 0 wektor a® = e a jest wersorem o tym samym kierunku i zwrocie co a.

OdlegtoSc punktow Ai B:  d(A,B) = ||A—B>|| =\/(by — a1)2+ (by— )2 +--- + (b, — a,)2.
& [MS, Wektory]

Przyktad 6

a)a=[3,4]: lall=Vv9+16=5, a° = 1[3,4] = [0,6; 0,8].
b)b=[2-1,2]: [bll=V4+1+4=3, b°=[2,-1 2]

) A=(1,0,2),B=(3,23): AB=[221], d(AB)=Va+4+1=(3]

Przyktad 7 - wypadkowa sit przy przeciaganiu ktody
Ktode przeciagaja dwie liny. Sity w niutonach (0$ x - kie-

runek przeciaggania, o$ y - kierunek poprzeczny): F; = F,
[400, 300], F, = [400, —300]. Sita wypadkowa jest suma wek-
torow sit. [HrRw1, Wektory] \\\\F
Rozwigzanie. F = F + F, = [800,0] N, [F| = 800 N |. >
Kazda z lin ciagnie sita ||F|| = ||F2|| = V4002 + 3002 = 500 N,
ale wypadkowa nie wynosi 1000 N: dtugosci wektorow sie . al

2

nie dodaja (800 < 500+500 - nierownosc trojkata). Sktadowe

. Rys. 4. Sity [100 N] dziatajace na ktode.
poprzeczne +300 N znosz3 sie. ys. 4. Sity [100 N] deiataja ¢
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Iloczyn skalarny

Definicja (iloczyn skalarny)

lloczynem skalarnym wektorow a = [ay,...,a,] i b= [b1,..., b,] nazywamy liczbe

n
aob= ajby+axby+---+apb, = Za,-b,-.
i=1
Spotykane s3 tez oznaczenia: a- b, (a,b), a’b.
& [MS, Iloczyn skalarny]

Twierdzenie (wtasnosci iloczynu skalarnego)

Dla dowolnych a,b,c e R" i k € R:
l.aob=boa; 2ao(b+c)=aob+aoc 3.(ka)job=k(aoh); 4aca=|a]?=>0,
aca=0 < a=0.
Wynika stad np. ,wzor skroconego mnozenia”: ||a+b||? = ||a]|? +2a o b +||b||%.
& [MS, Iloczyn skalarny]

Twierdzenie (interpretacja geometryczna)

Jezeli a € (0°;180°) jest katem miedzy niezerowymi wektorami

aib,to b
. aob
aob =|al bl cosa, czyli cosa = —°2
llall [1bl| aola
Zatem:aob > 0 - kat ostry,ao b < 0 - kat rozwarty,aob =0 - N
kat prosty.

& [MS, Iloczyn skalarny]

Twierdzenie (warunek prostopadtosci)

Niezerowe wektory a i b s3 prostopadte (ortogonalne), co zapisujemy a L b, wtedy i tylko
wtedy, gdyaob =0 (bo cos90° = 0).
& [MS, Iloczyn skalarny]

Przyktad 8
Oblicz iloczyn skalarny i kat miedzy wektoramia = [2,1], b = [1, 3].
10,

Rozwigzanie.aob=2-1+1-3=5, |lal| = V5, ||b|| = V10
SO S N Py
V5-410 V50 2 .

Przyktad 9

a)a=[2,-1,3],b=[1,4,2]: aob=2-4+6=4>0-kat ostry.
b)u=[1,2,-2],v=[2,1,2]: uov=2+2-4=0-wektory sg prostopadte.

c) Dla jakiego m wektory [m,2,1] i [3,-1, m] s3 prostopadte? 3m-2+m=0 = | m= % L
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Definicja (praca statej sity)

Praca, jaka wykonuje stata sita F na przemieszczeniu s, jest iloczynem skalarnym:
W =Fos=|F||[s|cosa [J=N-m],

gdzie o - kat miedzy kierunkiem sity a kierunkiem przemieszczenia. Prace wykonuje tylko
sktadowa sity wzdtuz przemieszczenia.
& [HRWA1, Energia kinetyczna i praca]

Przyktad 10 - praca przy przeciaganiu ktody

Ciagnik przeciaga ktode po prostej na odlegtosc 25 m; lina jest skierowana skosnie w gore i
dziata sita F = [400, 300] N, przemieszczenie s = [25,0] m.
Rozwigzanie. W =Fos =400-25+300-0 = { 10000 ) =10 k) ] Kat nachylenia liny:

cosa = ||F|ms|| = 3009 = 0,8, a ~36,9°. Sktadowa pionowa sity (300 N) nie wykonuje pracy.

Przyktad 11 - koszt materiatow na szafke

Na wykonanie szafki potrzeba q = [2,5; 8; 12] (m? ptyty, m obrzeza, szt. okuc), a ceny
jednostkowe wynosza ¢ = [60; 3; 4] (zt/m?, zt/m, zt/szt., wartoSci przyktadowe). Koszt
materiatow to suma iloczynow ,,iloS¢ x cena”, czyli iloczyn skalarny:

K=¢qo€c=25-60+8-3+12-4=150+24+48=| 2221zt |

% Zapamietaj

AB = koniec minus poczatek”;  dziatania +, -, k- wykonujemy po wspétrzednych;

. . . a O
lall = \/a?+---+a% aob=3ab; (wynikjestliczbg), cosa = —||a||||b||;
alb < aob=0.
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B3 Macierze i ich rodzaje

Definicja (macierz)

Macierza wymiaru m x n nazywamy prostokatna tablice liczb rzeczywistych ustawionych w m
wierszach i n kolumnach:

an a2 ... ain
a1 a2 ... azp

A= . . . .= [aij]mxn-
ami Aam2 ... @amn

Liczbe a;; nazywamy elementem macierzy; pierwszy indeks (/) oznacza numer wiersza, drugi (;)
- numer kolumny. Kazdy wiersz macierzy jest wektorem wierszowym (macierza 1 x n), kazda
kolumna - wektorem kolumnowym (macierza m x 1).

& [MS, Macierze]

Przyktad 12 - macierz norm zuzycia

Normy zuzycia materiatow na jeden wyrob (wartosci przyktadowe): wiersze - ptyta [m?], obrzeze
[m], okucia [szt.]; kolumny - stot, szafka, regat:

1,2 25 3
N=]4 8 10].
8 12 16

Macierz ma wymiar 3 x 3; n3, = 12 to liczba oku¢ w szafce; druga kolumna [2,5; 8; 12]” to
wektor q z przyktadu 11.

Definicja (rodzaje macierzy)

» Macierz zerowa 0,5 ,: wszystkie elementy s3 rowne zeru, a;; = 0.

» Macierz kwadratowa stopnia n: liczba wierszy rowna liczbie kolumn (m = n). Elementy
a1, ag, .. ., an, tworza przekatna gtowna.

» Macierz gornotrojkatna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = 0 dla i > j (pod przekatng same
zera).

» Macierz dolnotrojkatna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = 0 dla i < j (nad przekatng same
zera).

» Macierz diagonalna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = 0 dla i # j (niezerowe elementy
moga byc tylko na przekatnej).

» Macierz jednostkowa I,,: macierz diagonalna, ktorej wszystkie elementy przekatnej sg rowne
1.

» Macierz symetryczna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = aj; dla wszystkich 7, .

& [MS, Macierze]
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00 0 1T 2 3 100 2 0 0 1T 00 0 12 30
[ 0 0 0} 0 4 5 2 40 0 -1 0 010 12 0 25
0 0 6 356 0O 0 5 0 0 1 30 25 O

zerowa 2 x 3  gornotrojkatna  dolnotrojkatna diagonalna jednostkowa I3 symetryczna

Ostatnia macierz to przyktadowa macierz odlegtosci [km] miedzy tartakiem, sktadem drewna i
zaktadem meblarskim - odlegtoSc z A do B jest rowna odlegtosci z B do A, wiec macierz jest
symetryczna.

Definicja (macierz transponowana)

Macierzq transponowana do macierzy A = [aij]mxn NAZywamy macierz AT = [a)i]nxm, POWStatg
przez zamiane wierszy na kolumny (pierwszy wiersz A staje sie pierwsza kolumng A7 itd.).
& [MS, Macierze]

Przyktad 13

A=[1 2 3] L AT

PR (AT = A Asymetryczna &= A’ = A.

W N =
o O\ b

Definicja (Slad macierzy)

Sladem macierzy kwadratowej A nazywamy sume elementow jej przekatnej gtownej:
trA=ay1+axp+--+an.
& [MS, Macierze]

Przyktad 14

4 1 2
trlo -3 5|=4+(-3)+2=(3} tri,=n
6 1 2
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I3 Dodawanie macierzy i mnozenie przez liczbe

Definicja (rownos¢, suma, roznica, iloczyn przez liczbe)

Niech A = [a;] i B = [bj;] beda macierzami tego samego wymiaru m x n oraz c € R.
» A= B wtedy i tylko wtedy, gdy a;; = b;; dla wszystkich /, ;.

» Suma macierzy nazywamy macierz C = A+ B = [aj; + bjj] mxn-
» ROznicg macierzy nazywamy macierz C = A — B = [a;j — bjj] mxn-

» Iloczynem macierzy przez liczbe c nazywamy macierz cA = [c a;j] mxn-

Dodawac i odejmowac mozna tylko macierze tego samego wymiaru; dziatania wykonujemy
~element po elemencie”.

& [MS, Dziatania na macierzach]

Przyktad 15

1 3 2 2 0 -1
DlaA‘[s 4 3]' _[1 -2 4
_(1+2 3+0  2+(=1)| |3 3 1
ATB=151 41(2) 3+4 _[6 2 7]’
1-2 3-0 2-(-1] [-1 3 3
A—B: =
[5—1 4-(-2) 3—4} [4 6 —1]’
2 6 4 6 0 -3 -4 6 7
2A_g“g‘[m 8 6}_[3 -6 12]‘ l7 14 —6]'
Wtasnosci dodawania i mnozenia przez liczbe
Dla macierzy A, B, C tego samego wymiaru i liczb ¢, d € R:
1.A+B=B+A 5.¢c(A+B)=cA+cB
2.(A+B)+C=A+(B+0) 6. (c+d)A=cA+dA
3.A+0=A 7. c(dA) = (cd)A, 1-A=A
4 A+(-A) =0 8.(A+B) = AT + BT, (cA)T =cA’

& [Ms, Dziatania na macierzach]
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Przyktad 16 - rownanie macierzowe

Wyznacz macierz X z rownania 2A + X = B, gdzie A = [; 01} B = [(3) ﬂ

Rozwigzanie. Dzieki wtasnosciom dodawania przenosimy wyrazy jak w zwyktym rownaniu:

X = B -2A.
x4 ]2 o]_[3-2 4-0]_|[" 4
|0 T 4 2| [0-4 1-(-2) | |[-4 '

2+1 0+4

4-4 —2+3

Sprawdzenie: 2A + X = = B. Podobnie np.z3X — A = B otrzymujemy

X =1(A+B).

Przyktad 17 - produkcja dwoch zaktadow

Produkcja [szt.] stotow, szafek i regatow (kolumny) w dwoch zaktadach (wiersze) w pazdzierniku

i listopadzie (wartosci przyktadowe): Py = [40 25 30], X1 = [44 3 26].

35 20 45 39 22 41
. .. 4 6 -4 . . .
Zmiana produkcji: Pxr — Px = [4 5 _4 (oba zaktady wykonaty o 4 regaty mniej); tacznie:
84 56 56
PX+PXI‘[74 42 86}'

42 28 28}

. . 5 . 1. l =
Srednia miesieczna produkcja: 7 (Px + Pxr1) [37 21 43
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Mnozenie macierzy

Definicja (iloczyn macierzy)

Niech A = [aj;] bedzie macierzg wymiaru m x n, a B = [b;;] - macierza wymiaru n x p (liczba
kolumn A musi by¢ rowna liczbie wierszy B). Iloczynem AB nazywamy macierz C = [cj;]
wymiaru m x p, w ktorej

n
Cjj = aj1bij + ajbyj +- - - + ajnby; = Z ajkby;.
k=1
Element ¢;; jest iloczynem skalarnym /-tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny macierzy B
(,wiersz razy kolumna”): (mxn)-(nxp) = (mx p).

& [MS, Dziatania na macierzach]

Przyktad 18

2
1 2
5 2 a3

1
[ 1-2+2-040-(-1) 1-1+2-340-2 ]_ [2 7]
3 -1 4 1 9

3.24(=1)-0+4-(=1) 3-1+(=1)-3+4-2 2 8
Wymiary: (2x3) - (3x2) = 2x2. lloczyn w odwrotnej kolejnoSci ma wymiar (3x2)-(2x3) =3x3:

2 1 1 2 0 2+3 4-1 0+4 5 3 4
0 3 -[3 1 4]: 0+9 0-3 0+12|=(9 -3 12f.
-1 2 -1+6 -2-2 0+38 5 -4 8

Przyktad 19

Iloczyn macierzy 2 x 3 i 2 x 2 nie istnieje (3 kolumny # 2 wiersze). Dla macierzy kwadratowych:

1 2110 1 2 1 o 111 2 3 4
l3 4 [1 o] 7 |4 3]’ [1 0H3 4}_[1 2] = AB#BA
Iloczyn wektora wierszowego przez kolumnowy jest liczba (macierza 1 x 1), np.

[123]]0]|=2+0-3=-1.

Twierdzenie (wtasnosci mnozenia macierzy)

Jezeli wystepujace dziatania sa wykonalne, to:

1. (AB)C = A(BC); 2.A(B+C)=AB+AC, (A+B)C = AC+BC; 3.c(AB) = (cA)B = A(cB);
4 AI=IA=A;, 5. (AB)T =BTA'.

Mnozenie macierzy nie jest przemienne: na 0ogot AB # BA.

& [MS, Dziatania na macierzach]

Definicja (potega macierzy)

Dla macierzy kwadratowej A: A° =1, AT = A, Ak =Ak"T. A (k=23,...).

& [MS, Dziatania na macierzach]

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 12/13



Matematyka - Streszczenie wyktadow 7-8 Technologia Drewna

Przyktad 20

oo el e A 2 weenel

EJ zastosowania w technologii drewna

Przyktad 21 - zapotrzebowanie na materiaty

Zaktad planuje wyprodukowac 20 stotow, 15 szafek i 10 regatow: wektor planu p = [20, 15, 10]".
Macierz norm zuzycia N (przyktad 12) mnozymy przez p; wymiary: (3 x3) - (3x 1) =3 x 1.

1,2 25 31|20 24 +37,5+30 91,5 | m? ptyty,
Np=|4 8 10|[15/=|80+120+100 | =| [300| | m obrzeza,
8 12 16||10| [160+180+ 160 500| | szt. okuc.

Przyktad 22 - koszt materiatow na wyroby

Ceny: ptyta 60 zt/m?, obrzeze 3 zt/m, okucia 4 zt/szt., czyli ¢ = [60, 3,4]7. Aby otrzymac koszt
materiatow na jeden wyrdb, potrzebujemy macierzy, w ktorej wiersze odpowiadaja wyrobom -
jest to macierz transponowana N':

1,2 4 8|60 72+12+32 116 zt - stot,
NTc=125 8 12||3|=|150+24+48| =] |222| |zt - szafka,
3 10 16||4 180+ 30+ 64 274| | zt - regat.

Koszt materiatow na caty plan: po (N7¢) =20-116+15-222 + 10 - 274 = 8390 zt; ten sam wynik
daje co (Np) =60-91,5+3-300+4 - 500 = 8390 zt.

% Zapamietaj

A+ B, cA - element po elemencie, tylko dla macierzy tego samego wymiaru; rownanie
2A+ X =B = X =B -2A.

AB: ,wiersz razy kolumna”, (mx n)(n x p) = m x p; na ogot AB # BA; AI = IA= A;
(AB)T = BT AT; tr A - suma elementow przekatnej gtowne;j.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 13/13



	Wektory w przestrzeni Rn
	Działania na wektorach
	Norma (długość) wektora
	Iloczyn skalarny
	Macierze i ich rodzaje
	Dodawanie macierzy i mnożenie przez liczbę
	Mnożenie macierzy
	Zastosowania w technologii drewna

