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Rownania rozniczkowe i ich zastosowania
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rozktad zanieczyszczen, oczyszczanie jeziora, stygniecie, wzrost populacji
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KB Podstawowe pojecia

Definicja (rownanie rézniczkowe)

Rownaniem rozniczkowym zwyczajnym nazywamy rownanie wigzace zmienng x, nieznang
funkcje y = y(x) i jej pochodne. Rzedem rownania nazywamy najwyzszy rzad wystepujacej w
nim pochodne;j.

& [KW2, Réwnania rozniczkowe]

Definicja (rozwigzanie ogolne i szczegolne)

Rozwigzaniem rownania jest kazda funkcja, ktora je spetnia. Rozwigzanie ogolne rownania
rzedu pierwszego zawiera dowolng stata C (rodzina krzywych). Rozwigzanie szczegolne
otrzymujemy, wyznaczajac C z warunku poczatkowego y(xo) = yo (zagadnienie poczatkowe).

& [KW2, Rownania rozniczkowe]

Przyktad 1 - sprawdzanie rozwigzania

Funkcja y = Ce3* spetnia rownanie y’ = 3y, bo y’ = 3Ce* = 3y. Warunek y(0) = 2 daje C = 2,
czyli y = 2e%.
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3 Rownania o zmiennych rozdzielonych

Metoda rozdzielania zmiennych

Y=rsy) = L=fxgly) = g%ﬂ(x)dx — / %= / £(x) dx.

Stata catkowania dopisujemy raz, czesto w postaci In |C|. Jezeli g(yo) =0, to y = yo tez jest
rozwigzaniem.
& [KW2, Réwnania rozniczkowe]

% Zapamietaj

Przydatne przeksztatcenia: In|y|=In|x|+In|C| = y = Cx;
Inly| = A(x) +In|C| = y = Cer™,

Przyktad 2

a)y =4,y(1)=2 2 =% Inly| = n|x|+In|C],

b) y' = -2xy, y(0) = 1: d7y——2xdx, In|y| = —x? + : ;

-2 2 X
2

In|C|, y = Ce‘XZ; y=e"*

Rys. 1. Rodzina y = ce % rozwiazaniez C = 1.
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[EJ Modele w ochronie srodowiska

Najwazniejsze modele

rozktad, samooczyszczanie L' =—kL L(t) = Loe™*t, okres pottrwania T = “‘72
wzrost wyktadniczy (Malthus) x’ = ux x(t) = xpevt
zbiornik, stygniecie ¢’ = k(cdop —€) () = cdop + (o — Cdop)e™**
. M M — X0
wzrost logistyczn "= kx(M - t) = , A=
gistyczny X' = kx(M=x) () = -

& [KW2, Rownania rozniczkowe — zastosowania]

Przyktad 3 - samooczyszczanie rzeki

BZT w rzece: Lo = 20 mg/l, k = 0,23 doba~". Z % = —k dt: L(t) = 20e~%%%; po 5 dobach L ~ 6,3

mg/; okres pottrwania &2 ~ 3 doby.

Przyktad 4 - oczyszczanie jeziora

C

Bilans masy w dobrze wymieszanym jeziorze: V¢’ = 50 4
Q(cdop =€), €2yli ¢’ = k(cgop — €), k = 2. Rozdzielajac
zmienne: Cdjpc_c = k dt, c(t) = cdop + (Co — Cdop)€Kt.
Dla cp = 50, cgop = 10 mg/l, k = 0,1 doba™": c(t) = 07
10 + 40e7%7¢; stezenie 20 mg/l po t = 10In4 ~ 13,9 e I e e

doby. 10 20 30 t
Rys. 2. Stezenie dazy do stezenia w doptywie.

Przyktad 5 - stygniecie wody pochtodniczej

Prawo Newtona: T’ = —k(T — 15), T(0) = 35°C = T (t) = 15+ 20e~%%. Z warunku T (10) = 30:
e 1% = 3k ~0,0288 h~'. Temperatura 25°C po t = 12 ~ 24,1 h.

Przyktad 6 — populacje

Model Malthusa x’ = ux opisuje wzrost przy nieograniczonych zasobach (v > 0) lub wymieranie
(u < 0). Model logistyczny x’ = kx(M — x) uwzglednia pojemnosc Srodowiska M: liczebnosc
rosnie, a nastepnie stabilizuje sie na poziomie M.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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