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KB Reguta de L'Hospitala

Twierdzenie (reguta de L'Hospitala)

Jezeli funkcje f i g sg rozniczkowalne na przedziale (a, b) (z wyjatkiem co najwyzej punktu c),
g'(x) #0dla x € (a,b), x # ¢, gdzie —c0 < a < ¢ < b < o, Oraz

lim f(x) = limg(x) =0 lub lim f(x) = lim g(x) = oo,

. f(x) . (x)
lim = lim ,
x—e g(x)  x—e g'(x)
o ile granica po prawej stronie istnieje (wtasciwa lub niewtasciwa). Twierdzenie jest prawdziwe
takze dla granic jednostronnych oraz dla ¢ = +.

& [GS, zastosowania pochodnych]

Dlaczego reguta dziata? Jezeli f(c) = g(c) = 0, tow

poblizu punktu ¢ (z r6zniczki): 1
f(x) ~ f’(c)(x —c) 3 f’(c) N\ 1 ] | S”lf;
gx) gox-co g 2 2V 2
Np. dla f(x) =sinx, g(x) = x w poblizu zera wykresy sa =27
prawie tg samg prostg, wiec X — 1, Rys. 1. W poblizu 0: sin x ~ x.

W Zapamietaj

Liczymy osobno pochodng licznika i pochodng mianownika - nie pochodna ilorazu. Przed
kazdym zastosowaniem reguty sprawdzamy, czy rzeczywiscie mamy symbol [3] lub [2]; regute
mozna stosowac kilkakrotnie.
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3 Sprowadzanie symboli nieoznaczonych do postaci 3 lub =

Przeksztatcenia

[g], [f] regute stosujemy bezposrednio.
[o.¢]

. . . T 1 v-u . 1

[c0 — o0] sprowadzamy do wspolnego mianownika: f—g = PR gdzieu = rl
N
vV = 2 0 5
.. . . . . _ f 9 - _ & ©

[0 o] zapisujemy iloczyn jako iloraz: f-g = _1/g — [0] lub f-g= _1/f — [OO]

[°], [0°], [1=] logarytmujemy: In(f€) =glnf — [0-co]; jeslilimlny =L, to limy = e’.
& [Kw1]

S

l,wspélny mianownik

[ (0001, [0°], [1°] ]#{ [0 - o] ]“—“i[[g], (2] —» L'Hospital]

Rys. 2. Schemat postepowania z symbolami nieoznaczonymi.
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) Przyktady

Przyktad 1- symbol 2

3_ .
X 8’ 5 (e Slnx'

x—2 X —2 x—0 X

. . . S . 3x? .
Rozwigzanie. a) [3]: l|m2 X > Hlim 2 = (sprawdzenie: % =x?+2x+4— 12).
X X

—2 X — -2 1
01. (i SINX H . COSX _
o) [8]: fimy == 2 i == =)
Przyktad 2 - symbol c — «
.. 1 1
Oblicz lim ( - —)
x-»1\x—-1 Inx
Rozwigzanie. Sprowadzamy do wspolnego mianownika i dwukrotnie stosujemy regute:
i X=X +1[0) g T et S [ AT R
x—>1(X—1)lnX 0 _x—>1[nx+xx;1_x—>1X|.nX+X—1 0 =l lnx+2 2

Przyktad 3 - symbol 0 -
Oblicz lim xln x.
x—0*t
Rozwigzanie. [0 - (—-0)]; zapisujemy jako iloraz:

. lnx - N
lim %[g] 2 \im % :lerB]+(_X):@'

x—0* x—0t —

Przyktad &4 - symbol 1°
Oblicz ling)(1 +x)%, a>0.

aln(1+x) 9]
-, 1o

Rozwigzanie. Niech y = (1 + x)?/*. Wtedy ln y = oraz

a
o H . T+x o a
imlny =lim—/ = zatem Im (1 x = .
)|;—>Ol Y )l(—>0 1 = ate )l(—>0( +X)

Przyktad 5 - asymptoty

.. 2
Wyznacz asymptoty funkcji y = 7 +X 5
X

Rozwigzanie. D = R (mianownik 1 + x2 > 0), wiec brak
asymptot pionowych. Dalej 1 JAV\
. 2 + . 2 1 ‘
lim —= [io Z lim = =0, L x
x>z 14 x2 | o0 x—x00 2X \

zatem jest asymptotg pozioma obustronna.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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