MATEMATYKA « Ochrona Srodowiska+ materiaty do pracy samodzielnej

Wektory: dziatania, norma, iloczyn skalarny

Przestrzen wektorowa R” « wspotrzedne wektora « dodawanie,
odejmowanie, mnozenie przez liczbe, transpozycja « kombinacja liniowa,
wersory « norma wektora, odlegtosc punktow - iloczyn skalarny, kat miedzy
wektorami, prostopadtosc
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KB Przestrzen wektorowa R”

Definicja (wektor w R")

Wektorem n-wymiarowym nazywamy uporzadkowany uktad n liczb rzeczywistych
a=[ay,a,...,a,]. Liczby a1,. .., a, nazywamy wspotrzednymi (sktadowymi) wektora. Zbior
wszystkich wektorow n-wymiarowych oznaczamy R”:

R"” = {[31,32,...,2,,]: a1,az,...,an€[R}.

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Definicja (przestrzen wektorowa)

Zbior R" z dziataniem dodawania wektorow i mnozenia wektorow przez liczby rzeczywiste
nazywamy n-wymiarowa rzeczywista przestrzenia wektorowa.

B [MS, Przestrzenie liniowe]

Dla n = 2 wektory mozna przedstawic na ptaszczyznie, dla n = 3 - w przestrzeni. Dla n > 3 wektora nie
da sie narysowac, ale wszystkie dziatania wykonuje si¢ identycznie. W ochronie Srodowiska wektorem
jest np. zestaw wynikow analizy probki wody (stezenia kilku substancji) albo zestaw rocznych emisji
kilku zanieczyszczen.

Definicja (wektor zaczepiony)

Wektor AB to uporzadkowana para punktow: punkt A jest poczatkiem (punktem zaczepienia),
punkt B - koncem wektora. Wektor ma kierunek (prosta, na ktorej lezy), zwrot (od A do B) i
dtugosc. Wektory o tej samej dtugosci, kierunku i zwrocie uwazamy za rowne; zbior takich
wektorow to wektor swobodny.

& [HRW1, Wektory]
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Wspotrzedne wektora

H
R% A= (aj,a)),B=(b1,by) = AB=[b1—ay, by—a;]
R3 A= (ay, a2 a3), B= (b1, by b3) = /ﬁ=[b1—a1, by — a3, b3 — a3 ]
R A= (ay,...,a,),B=(bi,....by) = AB=[bi—ar...,by—a,]

Wspotrzedne wektora to roznice wspotrzednych konca i poczatku.
& [MS, Wektory]

Przyktad 1

Wyznacz wspotrzedne wektora AB, jezeli A = (1,2), B =
(5,5).

Rozwigzanie. AB = [5-1,5-2]=]| [4,3] .

Wektor [4,3] zaczepiony w poczatku uktadu wspotrzed-
nych jest rowny wektorowi AB (Rys. 1).

Dla A= (1,0,2), B=(3,23): AB=[3-1,2-0,3-2] =
[2,2,1].

¥

Rys. 1. Wektor ABi rowny mu wektor [4, 3].

Definicja (wektor kolumnowy i wierszowy, transpozycja)

Wektor mozna zapisac¢ w kolumnie (wektor kolumnowy) lub w wierszu (wektor wierszowy).
Zamianeg jednego zapisu na drugi nazywamy transpozycja i oznaczamy symbolem 7:

ai
a=|a| = a
as

T

=|a; ap as3], b=[def] = b= @)’ =a.

- 0 Q

& [MS, Macierze]
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3 Dziatania na wektorach

Definicja (dziatania na wektorach)

Niecha=[a,...,a,],b=[b1,...,b,] Oraz k e R.

» Suma: a+b=[a;+by, ay+by,..., a,+b,].

» Roznica: a—b=1[a;— by, ap—bo,..., a,— b,].

» Iloczyn wektora przez liczbe: ka = [ka;, ka, ..., ka,].

» Wektor zerowy: 0= [0,0,...,0]; wektor przeciwny: -a=(-1)a=[-a,...,—a,].

Dziatania wykonujemy po wspotrzednych. Dodawac i odejmowac mozna tylko wektory o tej
samej liczbie wspotrzednych.
& [MS, Wektory]

2a

v
~

—a
Rys. 2. Reguta rownolegtoboku: a = [3,1], b = [1,2]. Rys. 3. Mnozenie wektora a = [2, 1] przez liczbe.

Geometrycznie sume a+b wyznacza przekatna rownolegtoboku zbudowanego na wektorach ai b (lub
Jfancuszek”: poczatek b w koncu a). Roznica a - b to wektor od konca b do konca a. Mnozenie przez
k > 0 zmienia dtugosc k razy i zachowuje zwrot; mnozenie przez k < 0 zmienia zwrot na przeciwny.

Wtasnosci dziatan na wektorach

Dla dowolnych a,b,c € R" oraz k,/ € R:

l.a+b=b+a (przemiennosg) 5. k(a+b) =ka+kb
2.(a+b)+c=a+(b+0 (tacznosc) 6.(k+/a=ka+/a
3.a+0=a 7. k(/a) = (k/)a
4,a+(-a)=0 8.1-a=a

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Przyktad 2

Dlaa=[2-1,3]ib=1[1,4,-2] oblicza+b,a-b, 3a-2b.
Rozwigzanie.a+b=1[2+1, -1+4,3-2]=[3,3,1]; a-b=[2-1, -1-4, 3+2] =[1,-5,5];
3a-2b=[6,-3,9]-[28,-4] =| [4,-11,13] |.

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 3/7



Matematyka - Streszczenie wyktadu 8 Ochrona Srodowiska

Przyktad 3 - emisja z dwoch zaktadow

Roczna emisja [t] (SO,, NO,, pyt) dwoch zaktadow wynosi e; = [120, 80, 15] i e, = [60, 50, 10].
taczna emisja: e; + e, = [180, 130, 25]. Po zainstalowaniu w zaktadzie 1 filtrow zmniejszajacych
emisje 0 30%:

0,7e; +e, = [84, 56, 10,5] + [60, 50, 10] :[ [144, 106, 20,5] }

Definicja (kombinacja liniowa)

Kombinacja liniowa wektorow a;, a,, . .., a, € R" nazywamy kazdy wektor b € R” postaci
b:/l1a1+/\2a2+~~+/lkak, A, ..., Ak € R.

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Definicja (wersor)

Wersorem nazywamy wektor, ktorego dtugosc jest rowna 1. Wersory osi uktadu wspotrzednych:
wR2 i=[1,0],j=[0,1]; wR3 i={[1,0,0],j=1[0,1,0],k=[0,0,1].
& [MS, Wektory]

Twierdzenie
Kazdy wektor mozna przedstawic¢ w postaci kombinacji liniowej wersorow osi:

[a1, 32] = 21i+ azj, [21, as, a3] = a1i ar 22j ar a3k.

& [Ms, Wektory]

Przyktad 4
u=1[7,-3]=7i-3j; w=[20-51=2i+0j-5k=2i-5k 4i+j—k=1[4,1,-1].
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[} Norma (dtugosc) wektora

Ochrona Srodowiska

Definicja (norma wektora)

Norma (dtugoscia) wektora a = [a1, ay, . . ., a,] nazywamy liczbe

lall = a2+ a2+ + 22

Wtasnosci normy

1.]jJa]l =0, przy czym ||a|]| =0 < a=0;
(nierownosc trojkata).

Odlegtosc punktow, wersor kierunku

2. ||kall = || llall;

& [MS, Iloczyn skalarny]

3. lla+bll < [la]l + |Ib]|

& [MS, Iloczyn skalarny]

OdlegtoSc punktow Ai B:  d(A, B)

Dla a # 0 wektor a° =

1
[E]

Przyktad 5
a)a : lall= V9 +16 =5, a® = 1[3,4] = [0,6; 0,8].
b) b —1 2]: |Ib|| _x/4+1 +4=3, b0 - [2,-1.2].

Przyktad 6 - dryf plamy ropy

Plama ropy na jeziorze jest przesuwana przez prad wody z
predkoscia vy = [1,2] km/h oraz przez wiatr z predkoscia
v, = [2,2] km/h (osie: wschod, potnoc). Wyciek nastgpit w
punkcie (0,0).

Rozwiazanie. PredkoS¢ wypadkowa: v = vy +v, = [3,4] km/h,
szybkoSc¢ ||v|]| = V9 + 16 = 5 km/h. Po 4 h plama znajdzie sie
w punkcie 4v = (12,16), w odlegtosci od miejsca
wycieku.
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) A _(1 0,2), B=(3,23): AB=[22,1], d(AB)=Va+4+1=|3].

_)
= |AB|| = V(b1 — a1)2 + (by — 23)% +

N4

<+ (by = an)2-

—— a jest wersorem o tym samym kierunku i zwrocie co a.

& [Ms, Wektory]

mY

Rys. 4. Tor plamy.
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Iloczyn skalarny

Definicja (iloczyn skalarny)
lloczynem skalarnym wektorow a = [ay,...,a,] i b= [b1,..., b,] nazywamy liczbe

n
aob= aijbi+axby+---+apb, =Za,-b,-.
i=1
Spotykane s3 tez oznaczenia: a- b, (a,b), a’b.
& [MS, Iloczyn skalarny]

Twierdzenie (wtasnosci iloczynu skalarnego)

Dla dowolnych a,b,c e R" i k € R:

l.aob=boa; 2ao(b+c)=aob+aoc 3.(ka)ob=k(aoh); 4aca=|a]?=>0,
aoca=0 < a=0.

& [MS, Iloczyn skalarny]

Twierdzenie (interpretacja geometryczna)

aib,to b
. ach
aob =|al bl cosa, czyli cosa = —°2
llall [Ib]] a—ala
Zatem:aob > 0 - kat ostry,ao b < 0 - kat rozwarty,acb =0 - N

kat prosty.
& [Ms, Iloczyn skalarny]

Twierdzenie (warunek prostopadtosci)

| Jezeli o € (0°;180°) jest katem miedzy niezerowymi wektorami
Niezerowe wektory a i b s3 prostopadte (ortogonalne), co zapisujemy a L b, wtedy i tylko
wtedy, gdyaob =0 (bo cos90° = 0).

& [MS, lloczyn skalarny]

Przyktad 7

Oblicz iloczyn skalarny i kat miedzy wektoramia = [2,1], b = [1, 3].
Rozwigzanie.aob=2-1+1-3=5, ||a] = V5, ||b]| = V10,

5 5 2
cosa = = =— = a =45° |
===

Przyktad 8

a)a=[2-1,3],b=[1,4,2]: acb=2-4+6=4>0-kat ostry.
b)u=[1,2,-2],v=[2,1,2]: uov=2+2-4=0-wektory s3 prostopadte.

c) Dla jakiego m wektory [m,2,1] i [3,-1, m] s3 prostopadte? 3m-2+m=0 = m= % L
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Przyktad 9 - azot wnoszony z nawozami

Na pole wysiano trzy nawozy w ilosciach d = [200, 150, 100] kg. ZawartoS¢ azotu w nawozach
wynosi w = [0,34; 0,46; 0,15]. Masa wprowadzonego azotu to suma iloczynow ,iloS¢ x
zawartosc”, czyli iloczyn skalarny:

N=dow=200-0,34+150-0,46+100-0,15=68+69+ 15 =| 152 kg .
W Zapamietaj

AB = ~koniec minus poczatek”; dziatania +, —, k- wykonujemy po wspotrzednych;

. . . a
lal| = 312+...+a%; aob =73 a;b; (wynik jestliczbg); cosa = —||a||o||b||;
alb < aob=0.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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