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Pochodne wyzszych rzedow. Badanie
przebiegu zmiennosci funkgji

Monotonicznosc i znak pochodnej « ekstrema lokalne < pochodne wyzszych
rzedow « wypuktosc, wklestos¢c, punkty przegiecia - petne badanie
przebiegu zmiennosci funkcji
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W Zapamietaj

Plan badania przebiegu zmiennosci funkcji:
Dziedzina i zbior wartosci funkgji.

Punkty przeciecia z osiami uktadu, parzystosc lub nieparzystosc.
Granice funkcji na koncach dziedziny, asymptoty.

Pierwsza pochodna - przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne.
Druga pochodna - przedziaty wypuktosci i wklestosci, punkty przegiecia.

Tabelka.

N o U F W N

Szkic wykresu.
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KB Pierwsza pochodna: monotonicznosc i ekstrema

Twierdzenie (0 monotonicznosci funkgji)

Niech 7: (a, b) — R bedzie rozniczkowalna w (a, b).

» Jesli f/(x) > 0dla x € (a,b), to f jest rosnaca w (a, b) (gdy f’'(x) > 0 - niemalejaca).
» Jesli f/(x) < 0dla x € (a,b), to f jest malejaca w (a, b) (gdy f’(x) < 0 - nierosnaca).
» Jesli f/(x) =0dla x € (a,b), to f jest stata w (a, b).

B [GS, Zastosowania pochodnych]

Definicja (ekstrema lokalne)

Niech 7: (a, b) — R bedzie ciggta. Funkcja f ma w punkcie xo € (a, b) maksimum lokalne
(minimum lokalne), jezeli istnieje otoczenie (xo — 8, xo + 8) C (a, b), § > 0, takie, ze dla
wszystkich x z tego otoczenia zachodzi f(x) < f(xo) (odpowiednio f(x) > f(xo)).

B [GS, Zastosowania pochodnych]

Twierdzenie (warunek konieczny istnienia ekstremum - tw. Fermata)

Jesli funkcja £ ma w punkcie xq € (a, b) ekstremum lokalne i istnieje f/(xp), to f/(xg) = 0.
B [GS, Zastosowania pochodnych]

Warunek nie jest dostateczny: dla y = x3 mamy y’(0) = 0, a funkcja nie ma ekstremum w 0.

Twierdzenie (warunki dostateczne istnienia ekstremum)

Niech f’(xg) = 0.
» | postac. Jezeli £/ przy przejsciu przez xo zmienia znak z + na —, to f ma w xo maksimum
lokalne; jezeli z — na + - minimum lokalne.

» Il postac. Jezeli f jest dwukrotnie rozniczkowalna w xq i f/(xg) < 0, to £ ma w xo maksimum
lokalne; jezeli " (xo) > 0 — minimum lokalne.

B [GS, zastosowania pochodnych]

Zbadaj monotonicznoSc i ekstrema funkcji y = —x? +

Yy
Sx+1. 2 ?
Rozwigzanie. f'(x) = -2x+5=0dla x = 2,5. Dla x < S
2,5: f’(x) > 0 (funkcja rosnaca), dla x > 2,5: f'(x) < KX

0 (malejaca). Pochodna zmienia znak z + na —, wiec / i
. . 2

[ fmax = F(2,5) = 7,25 ] W punkcie maksimum styczna /f \\

jeSt pOZioma- Rys. 1. Funkcja i jej pochodna.
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E3 Pochodne wyzszych rzedow

Definicja (druga pochodna)

Jezeli funkcja f i jej pochodna f’ sg rozniczkowalne, to funkcje 7 = (')’ nazywamy druga
pochodna funkcji 7. Analogicznie definiujemy pochodne wyzszych rzedow: £ = (),
£ = (£ itd.

& [GS, Pochodne funkgji]

Wyznacz pochodng czwartego rzedu funkcji £(x) = sin x cos x.
Rozwigzanie. f’(x) = cos? x — sin?x =1-2sin’x, f”(x) = —4sin x cos x,
£'(x) = —4(1 — 2sin” x), ‘ £f*) (x) = 165sin x €os x }

[E} Druga pochodna: wypuktosé, wklestosé, przegiecie

Definicja (wypuktosc i wklestosc)

Funkcja f: (a, b) — R jest wypukta w (a, b), jezeli dla wszystkich A € (0;1) i x1, x2 € (a, b):
F(Ax1+ (1 =2A)x2) < Af(x7) + (1 = A)F(x2),

a wklesta, jezeli zachodzi nierownos¢ przeciwna (>). Geometrycznie: tuk wykresu funkgji
wypuktej lezy ponizej siecznej taczacej punkty (xq; f(x1)) i (x2; f(x2)), a funkcji wklestej -
powyzej.

B [GS, Zastosowania pochodnych]

wypukta (77 > 0) —
P y ( ) wklesta (7 < 0) ~

A Yy

4

: : > ‘ x
X1 X X Xi Q\

Rys. 2. Funkcja wypukta i wklesta oraz sieczne.

Twierdzenie (warunki dostateczne wypuktosci i wklestosci)

Jezeli f jest rozniczkowalna na (a, b) i f’ jest rosnaca (np. f”” > 0 na (a, b)), to f jest wypukta na
(a, b). Jezeli f’ jest malejaca (np. £/ < 0), to f jest wklesta na (a, b).
& [GS, Zastosowania pochodnych]

Definicja (punkt przegiecia)

Punktem przegiecia wykresu funkcji nazywamy taki jego punkt, w ktorym styczna do wykresu
przechodzi z jednej strony krzywej na druga (funkcja zmienia wypuktos¢ na wklestosc lub
odwrotnie).

& [F1, Badanie funkcji za pomoca pochodnych]
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Twierdzenie (warunki istnienia punktu przegiecia)

Konieczny: jesli wykres ma punkt przegiecia w xq i istnieje " (xo), to f”/(xg) = 0.
Dostateczny: jezeli ¥/ (xp) = 0 i f”” zmienia znak przy przejsciu przez xq, to (xo, f(xo)) jest
punktem przegiecia.

B [GS, zastosowania pochodnych]

Np. dla y = x3: y”” = 6x zmienia znak w x = 0, wiec (0;0) jest punktem przegiecia.
Petne badanie funkgcji - przyktad

Przyktad 3

Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji y = x3 — 3x2.

Rozwiazanie.
1. D = R, zbior wartosci R. Miejsca zerowe: x> — 3x2 = x?(x —3) =0dlax =0i x = 3.

2. Przecigcie z 0sig Oy: (0;0). f(—x) = —x3 - 3x?, wiec funkcja nie jest ani parzysta, ani
nieparzysta.
3. lim (x* -3x%) = —co, lirp x3 (1 - %) = +o0. Brak asymptot (funkcja ciagta, granice

f(x)

niewtasciwe, lim = = o).

4, f'(x) =3x2-6x=3x(x-2)=0dlax=0,x=2.Znak: f’ >0dlax <0ix >2,f" <0dla
O<x<2.
Zatem[fmaxz f(0) :O], [fmin =f(2)=-4 ]

5. f"(x)=6x—-6=0dlax=1;f’" <0dla x <1 (wklesta), 7" > 0 dla x > 1 (wypukta). Punkt

przegiecia .

7. Szkic wykresu
Y

6. Tabelka

X | =00 | (=00;0)| O (0;2) 2 (2;00) | o0 24

Y + 0 _ 0 + max }

-1 1 2 X

y" - -6 -—+ 6 + ol p

y |—oo| S~ |[0max|\,p.p.-(1;-2)| -4 min| /— | o

min

Rys. 3. Wykres funkcji y = x> — 3x2.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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