MATEMATYKA « Ochrona Srodowiska+ materiaty do pracy samodzielnej

Macierze: rodzaje, dziatania na macierzach

Definicja macierzy - macierz zerowa, kwadratowa, trojkatna, diagonalna,
jednostkowa, symetryczna - transpozycja, Slad » dodawanie, odejmowanie,
mnozenie przez liczbe - mnozenie macierzy i jego wtasnosci « zastosowania
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KB Macierz

Definicja (macierz)

Macierza wymiaru m x n nazywamy prostokatna tablice liczb rzeczywistych ustawionych w m
wierszach i n kolumnach:

an a2 ... ain
as ayy ... aip

A= | . . g = [aij]mxn-
am Aam2 ... @mn

Liczbe a;; nazywamy elementem macierzy; pierwszy indeks (/) oznacza numer wiersza, drugi (;)
- numer kolumny.
& [MS, Macierze]

Definicja (wektory wierszowe i kolumnowe macierzy)

Wektorem wierszowym macierzy A wymiaru m x n nazywamy kazdy jej wiersz (podmacierz
1 x n), a wektorem kolumnowym - kazdg jej kolumne (podmacierz m x 1). Kazda macierz mozna
wiec traktowac jako uktad m wektorow wierszowych lub n wektorow kolumnowych.

& [MS, Macierze]

Srednie roczne stezenia [ug/m3] PM10, NO, i SO, (kolumny) na trzech stacjach (wiersze):

38 32 6
A=(25 18 4].
19 12 3

Macierz ma wymiar 3 x 3; a;; = 25 to stezenie PM10 na stacji 2; drugi wiersz [25, 18, 4] to wyniki
stacji 2, trzecia kolumna - stezenia SO, na wszystkich stacjach.
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B3 Rodzaje macierzy

Definicja (rodzaje macierzy)

» Macierz zerowa 0, ,: wszystkie elementy s3 rowne zeru, a;; = 0.

» Macierz kwadratowa stopnia n: liczba wierszy rowna liczbie kolumn (m = n). Elementy
a1, ag, . . ., an, tworza przekatna gtowna.

» Macierz gornotrojkatna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = 0 dla / > j (pod przekatng same
zera).

» Macierz dolnotrojkatna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = 0 dla i < j (nad przekatng same
zera).

» Macierz diagonalna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = 0 dla / # j (niezerowe elementy
moga byc tylko na przekatnej).

» Macierz jednostkowa I,,: macierz diagonalna, ktorej wszystkie elementy przekatnej sg rowne
1.

» Macierz symetryczna: macierz kwadratowa, w ktorej a;; = aj; dla wszystkich 7, .

& [MS, Macierze]

0 0 0 2 0 O 100 17 3
0 0 O O 4 4 0O -1 0 010 7 2 0

0 0 6 3 5 6 0O 0 5 0 0 1 304
zerowa 2 x3  gornotrojkatna  dolnotrojkatna diagonalna jednostkowa I;  symetryczna

Definicja (macierz transponowana)

Macierza transponowang do macierzy A = [a;j] mx, NaZywamy macierz AT = [a)i]nxm, POWStatg
przez zamiang wierszy na kolumny (pierwszy wiersz A staje sie pierwsza kolumna A’ itd.).
& [MS, Macierze]

A:[1 2 3] AT

4 5 6 ; (AT = 4 Asymetryczna &= A’ = A.

W N =
[ )NV, I N

Definicja (Slad macierzy)

Sladem macierzy kwadratowej A nazywamy sume elementow jej przekatnej gtownej:
trA=ay1+ap+---+ap,.
& [MS, Macierze]

2

4 1
trjo -3 5|=4+(3)+2=(3} trl,=n
6 1

2
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[E} Dodawanie macierzy i mnozenie przez liczbe

Definicja (rownos¢, suma, roznica, iloczyn przez liczbe)

Niech A = [a;] i B = [bj;] beda macierzami tego samego wymiaru m x n oraz c € R.
» A= B wtedy i tylko wtedy, gdy a;; = b;; dla wszystkich /, /.

» Suma macierzy nazywamy macierz C = A+ B = [aj; + bjj] mxn-
» ROznicg macierzy nazywamy macierz C = A — B = [ajj — bjj] mxn-

» Iloczynem macierzy przez liczbe c nazywamy macierz cA = [c a;j] mxn-

Dodawac i odejmowac mozna tylko macierze tego samego wymiaru; dziatania wykonujemy
~element po elemencie”.

& [MS, Dziatania na macierzach]

Przyktad 4

laa=|l 3 3

2 0 -1
5 4 3

1T -2 4

1+2 340 2+ (-1)

A+B=
TET 541 44(=2) 3+4

3 3 1
16 2 7|7

[1-2 3-0 2-(-1] _[-1 3 3
A_B_[5—1 4-(-2) 3-4 }_[4 6 —1]’

2 6 4] [6 0 -3 -4 6 7
2A_g“g‘[m 8 6}_[3 -6 12]“ l7 14 —6] |

WtasnosSci dodawania i mnozenia przez liczhe

Dla macierzy A, B, C tego samego wymiaru i liczb ¢, d € R:

1.A+B=B+A 5.¢c(A+B)=cA+cB
22.(A+B)+C=A+(B+0C) 6. (c+d)A=cA+dA

3.A+0=A 7.c(dA) = (cd)A, 1-A=A

4 A+(-A) =0 8.(A+B) = AT + BT, (cA)T =cA’

& [MS, Dziatania na macierzach]

Przyktad 5 - rownanie macierzowe

Wyznacz macierz X z rownania 2A + X = B, gdzie A = [; 01} B = [(3) ﬂ

Rozwiazanie. Przenosimy jak w zwyktym rownaniu: X = B — 2A = [g ﬂ - [i _02] = [_14 :] |
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Przyktad 6 - emisja w dwoch latach

Emisja [t] SO2, NO,, pytu (kolumny) z dwoch zaktadow (wiersze): E24=[16200 28 13},
£ _[100 76 12
T le2 44 8]
i _ 720 -4 3 g ,1 _[110 78 135
Zmiana emisji: Eos E24—[ 2 _6 _2}, Srednia roczna: 5(Ea4 + Es) = [61 47 9 }

Mnozenie macierzy

Definicja (iloczyn macierzy)

Niech A = [a;] bedzie macierzg wymiaru m x n, a B = [b;;] - macierza wymiaru n x p (liczba
kolumn A musi by¢ rowna liczbie wierszy B). Iloczynem AB nazywamy macierz C = [c;;]
wymiaru m x p, w ktorej

n

Cij = aj1bij + ajpbyj +- - -+ ajnby; = Z ajkby;.
k=1

Element ¢;; jest iloczynem skalarnym /-tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny macierzy B
(,wiersz razy kolumna”).
(mxn)-(nxp)=(mxp).

& [MS, Dziatania na macierzach]

1 2 0 (2) ;_ 1.2+42.0+0-(-1) 1-1+2-3+40-2 | | [2 7
5 32+ (=1)-0+4-(=1) 3-1+(-1)-3+4-2| | |2 8]

Wymiary: (2x3) - (3x2) = 2x2. lloczyn w odwrotnej kolejnoSci ma wymiar (3x2)-(2x3) =3x3:

2 1 1 2 0 2+43 4-1 0+4 5 3 4
0 3 -[3 i 4]: 0+9 0-3 0+4+12|=(9 -3 12f.
-1 2 -1+6 -2-2 0+8 5 -4 8

Przyktad 8

Iloczyn macierzy 2 x 3 i 2 x 2 nie istnieje (3 kolumny # 2 wiersze). Dla macierzy kwadratowych:

1 210 11 [2 1 0o 111 2] [3 4
[34[10 43]’ [1 0H34}_[1 2]:>AB¢BA'
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Twierdzenie (wtasnosci mnozenia macierzy)

Jezeli wystepujace dziatania sa wykonalne, to:

1. (AB)C = A(BC); 2.A(B+C)=AB+AC, (A+B)C = AC+BC; 3.c(AB) = (cA)B = A(cB);
4 AT =TIA=A; 5.(AB)T =BT AT,

Mnozenie macierzy nie jest przemienne: na 0got AB # BA.

& [MS, Dziatania na macierzach]

Definicja (potega macierzy)

Dla macierzy kwadratowej A: A° =1, A" = A, AKk=AK"T.A (k=23,...).

B [MS, Dziatania na macierzach]

Przyktad 9

11 1t 1] 13 17
A= D A= = A% = A2A = :
o o =[5 ollo 2l=[o 3 b4

I zastosowania

Przyktad 10 - sktadniki z nawozow

Nawoz A zawiera 4% N, 12% P, 12% K, a nawoz B — po 10% kazdego sktadnika. Na dziatke
wysiano 50 kg nawozu A i 20 kg nawozu B. Macierz sktadu Z (wiersze: N, P, K; kolumny: nawozy)
mnozymy przez wektor dawek d:

004 0101 . [2+2 4
zd =10,12 0,10 [ ]: 6+2| = [8] | kg (N, P, K).
0,12 0,10 6+2 8

Przyktad 11 - optaty za emisje

Przy macierzy emisji E,s (przyktad 6) i przyjetych stawkach optat f = [600, 600, 400]7 zt/t:

100 - 600 + 76 - 600 + 12 - 400 110400
Eysf = = t.

62 - 600 + 44 - 600 + 8 - 400 66 800

% Zapamietaj

A+ B, cA - element po elemencie, tylko dla macierzy tego samego wymiaru. AB: ,wiersz razy
kolumna”, (m x n)(n x p) = m X p.

Na ogot AB # BA; AI=IA=A; (AB)" =BT AT; trA-suma elementow przekatnej
gtowne;j.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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