MATEMATYKA - Technologia Drewna (studia niestacjonarne) - materiaty do pracy samodzielnej

Streszczenie wyktadow 9-10
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rownan

Blok V (19.12.2026) « wyznacznik stopnia 2 i 3 (reguta Sarrusa), dopetnienia
algebraiczne, rozwinigecie Laplace’a « wtasnosci wyznacznikow, operacje
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Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka

Katedra Metod Matematycznych i Statystycznych, Uniwersytet Przyrodniczy w Poznaniu

KB Wyznacznik macierzy

Definicja (dopetnienie algebraiczne)

Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 2. Przez A;; oznaczamy macierz
stopnia n — 1 powstata z A przez skreslenie /-tego wiersza i j-tej kolumny; jej wyznacznik
det A;; nazywamy minorem. Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe

Dj; = (-1)" det Aj;.

& [MS, Wyznaczniki]

Definicja (wyznacznik)

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A nazywamy liczbe det A (oznaczang tez |A|) okreslong
indukcyjnie:

» jezeli A = [a11] (stopien 1), to det A = ayq;
» jezeli A ma stopien n > 2,to det A = a11Dq1 + a12D12 + - - - + a1,D1,, (rozwiniecie wzgledem
pierwszego wiersza).

Wyznacznik okreslony jest tylko dla macierzy kwadratowych.
& [MS, Wyznaczniki]

Wyznacznik stopnia 2

an a2
az ax

det A = = 4114822 — aizas

- iloczyn elementow przekatnej gtownej minus iloczyn elementow drugiej przekatne;j.
& [MS, Wyznaczniki]

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 1/15



Matematyka - Streszczenie wyktadow 9-10 Technologia Drewna

Przyktad 1

3 4
T e =3.8-(—4)-(-1)=24-4=(20}

proporcjonalne).

Wyznacznik stopnia 3 - reguta Sarrusa

Pod wyznacznikiem dopisujemy jego dwa pierwsze wiersze.
Iloczyny elementow na trzech przekatnych ,w dot w prawo”
bierzemy ze znakiem +, a na trzech przekatnych ,w dot w
lewo” - ze znakiem —:

2 6
1

3 =2-3-6-1 =@ (wiersze

det A = ay1apas3 + ax1a32a13 + 331312823

— d134d224a31 — d234324d11 — 433412421.

Rys. 1. + i — w regule Sarrusa.

Reguta Sarrusa dotyczy wytacznie wyznacznikow stopnia 3.
& [MS, Wyznaczniki]

Przyktad 2

1
|=(1:3:-142:2:144.2.1)~(1-3-4+41.2.1+1-2.2) = 15- 18 = -3}
1

o =
N W N

Twierdzenie (rozwinigcie Laplace’a)

Wyznacznik macierzy stopnia n mozna obliczy¢, rozwijajac go wzgledem dowolnego wiersza lub
dowolnej kolumny:

detA = a;1Dj1 + aj2Dip + -+ a;,D;p,  (i-ty wiersz),

det A = aUDU Tr aszgj qpoceqr a,,jD,,j (j-ta kolumna).

Najwygodniej wybrac wiersz lub kolumne z najwieksza liczba zer. Znaki (-1)™* tworza
+ - +
.szachownice” |- + -
+ -+
& [MS, Wyznaczniki]

Przyktad 3 - dopetnienia algebraiczne

1T -1 2
DlaA=|3 1 -2|obliczamy dopetnienia algebraiczne elementow pierwszego wiersza:
2 1 1

1 -2 -2
1 1

3 1
2 1

=—7, Di3=(-1* 1

D1 = (-1)? =3, D= (-1)3 =1

3
2

Rozwiniecie wzgledem 1. wiersza: detA=1-3+(-1)- (-7)+2-1 = .
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Przyktad 4 - wyznacznik stopnia 4

201 3
10 2 0 2 kol 2 13

2. kolumna L (_1)\3+2 __1a. _ __3.9_
0 3 1 1 ETBD 2 0/=-3-[(8+0+3) - (6+0+2)] =-3-3 (9.
101 2 1z

W 2. kolumnie tylko element a3, = 3 jest niezerowy, wiec pozostate sktadniki rozwiniecia sa
rowne zeru.

F3 Wtasnosci wyznacznikow

Twierdzenie (wtasnosci wyznacznikow)

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n.
1. det A7 = det A; dlatego kazda wtasnosc dotyczaca wierszy jest prawdziwa takze dla kolumn.

2. Jezeli macierz ma wiersz (kolumne) ztozony z samych zer, to det A = 0.

3. Zamiana miejscami dwoch wierszy (kolumn) zmienia znak wyznacznika.
4. Jezeli dwa wiersze (kolumny) sg rowne lub proporcjonalne, to det A = 0.
5

. Pomnozenie wiersza (kolumny) przez liczbe ¢ mnozy wyznacznik przez c¢; w szczegolnosci
det(cA) = ¢" det A.

6. Dodanie do wiersza (kolumny) innego wiersza (kolumny) pomnozonego przez dowolng
liczbe nie zmienia wyznacznika.

7. Wyznacznik macierzy trojkatnej (w tym diagonalnej) jest rowny iloczynowi elementow
przekatnej gtownej; det I = 1.

8. det(AB) = det A - det B (twierdzenie Cauchy’ego).
9. Na ogot det(A + B) # det A+ det B.

& [MS, Wtasnosci wyznacznikow]

Przyktad 5

1 2 3 2 7 -1

a)|2 4 6|=0/ (wiersz?2 jest rowny podwojonemu wierszowi1); b)|0 3 5|=2-3-4=24;
51 7 0O 0 4

c) 5 = o e e e wiEs | = —20;
—1 8 - ? 9 p y 3 _4 - ’

d) jezelidet A = 5i A jest stopnia 3, to det(2A4) = 23 - 5 = 40, det A7 =5, det(A?) =5-5=25.
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Operacje elementarne na wierszach (kolumnach) i ich wptyw na wyznacznik

W o W, zamiana wiersza i-tego z j-tym wyznacznik zmienia znak
W, - cW; pomnozenie wiersza i przez ¢ # 0 wyznacznik razy ¢

W, — W;+cW,; dodanie do wiersza i wiersza j razy ¢ wyznacznik bez zmian

Analogiczne operacje na kolumnach oznaczamy K; < Kj, K; — cKj, K; — K; + cK;. Operacjami
W; — W; + cW; sprowadzamy macierz do postaci trojkatnej (zera pod przekatna), a nastepnie
korzystamy z wtasnosci 7.

& [GuS, Wyznaczniki]

Przyktad 6 - sprowadzanie do postaci trojkatnej

Definicja (macierz osobliwa i nieosobliwa)

Macierz kwadratowa A nazywamy nieosobliwg, gdy det A # 0, oraz osobliwg, gdy det A = 0.
E [MS, Wyznaczniki]

Przyktad 7

Dla jakich x macierz [X

2 . .
5
3 x4 1] jest osobliwa?

Rozwigzanie. det = x(x+1) -6 =x>+x-6= (x+3)(x-2) =0 = [x=—3 lubx:2].

Pole trojkata, wspotliniowosc punktow

ar aip
by b
[a1, a2] i [b1, by]. Stad pole trojkata o wierzchotkach A(xq, y1), B(x2, y2), C(x3, y3):

Wartosc¢ bezwzgledna wyznacznika jest polem rownolegtoboku rozpietego na wektorach

1 — —
p = L ldet [Xz X1 2 }’1] ‘
2 X3—=X1 Ys—N
xi oy 1
Punkty A, B, C leza na jednej prostej &< |xo y» 1| =0 (trojkat o polu 0).
x3 y3 |1

& [MS, Wyznaczniki - interpretacja geometrycznal
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Przyktad 8 - plac sktadowy ktod

Plac sktadowy ma ksztatt trojkata o wierzchotkach A(0,0),

B(40,10), C(15,35) (wspotrzedne w metrach, wartosci przy- 4~
ktadowe).
A S —> —>
Rozwiazanie. AB = [40, 10], AC = [15,35],
_1]40 10| 1 _ ) 625
P=5llis 35 = 5/1400-150] = 625 m? |

Plac w ksztatcie wielokata dzielimy przekatnymi na trojkaty Rys. 2. Plac sktadowy (m).
i sumujemy ich pola.

EJ Macierz odwrotna

Definicja (macierz odwrotna)

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Macierz A~' nazywamy macierza odwrotna do
macierzy A, jezeli

A-AT=AT. A=1,

& [MS, Macierz odwrotna]

Twierdzenie (warunek istnienia, wzor)

Macierz odwrotna do macierzy kwadratowej A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
nieosobliwa (det A # 0). Macierz odwrotna jest wtedy wyznaczona jednoznacznie oraz

;
Diy Dip ... Dy,
1 |D21 Dy ... Do .
-1
~ detA| : SR TURE Djj = (-1)"7 det Aj;.
Dn1 Dn2 Ce. Dnn

Macierz [D;;]™ nazywamy macierza dotaczong do A.
& [MS, Macierz odwrotnal

a b 1 [d -b
c d|  ad-bc

}, ad—bc+0
-c a

- elementy przekatnej zamieniamy miejscami, pozostatym zmieniamy znak, catosc dzielimy
przez wyznacznik.
& [MS, Macierz odwrotna]
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Przyktad 9

4 1] 3 5 g 112 -1
a=|y gf detazs-s=s a1l -

. 141
Sprawdzenie: [3 2]

04 -02| [1,6-06 -08+0,8
-06 08| [12-12 -06+16

[o 3

g] nie ma odwrotnej, bo jej wyznacznik jest rowny 0.

. 2
Macierz [1

Algorytm - metoda dopetnien algebraicznych

1. Obliczamy det A. Jezeli det A = 0, macierz odwrotna nie istnieje - koniec.
2. Obliczamy wszystkie dopetnienia algebraiczne D;; = (-1)*/ det A; i tworzymy macierz [D;;].
3. Transponujemy ja i dzielimy przez wyznacznik: A=' = d;ﬂ[D,-j]T.
4, Sprawdzamy: A- A~! = 1.
& [MS, Macierz odwrotnal

Przyktad 10 - macierz stopnia 3
T -1 1

Wyznacz macierz odwrotngdo A= (2 -1 4.

1T -1 2
Rozwigzanie. 1. Reguta Sarrusa: detA = (-2-4-2)-(-1-4-4)=-8+9=1#0.
2. Dopetnienia algebraiczne:

-1 4 2 4 2 -1
D11—+_1 2—2, Dy = - 2—0, D13—+1 1 =-1,
-1 1 1 1 1T -1
Dz1——_1 2—1, Dzz—+1 2—1, Dzs——1 1 =0,
-1 1 1 1 1T -1
D31—+_1 4——3, D32——2 4——2, D33—+2 1 =1.
2 0 -1
3.[D,'j]: 1 1 0 ’
-3 -2 1

4, Sprawdzenie: AA™! = Is.
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Metoda Gaussa-Jordana (operacji elementarnych)

Tworzymy macierz [ A | I'] (macierz A uzupetniona z prawej strony macierza jednostkowa).
Wykonujac operacje elementarne wytacznie na wierszach (W, - W;, W; — cW; dla ¢ # 0,
W; — W, + cW;), przeksztatcamy lewa czeS¢ w macierz jednostkowa. Prawa czesc¢ staje sie wtedy
macierzg odwrotna:

[A|I] — [I|A"].

Jezeli w lewej czeSci pojawi sie wiersz zerowy, to det A = 0 i macierz odwrotna nie istnieje.
& [GuS, Macierz odwrotna]

Przyktad 11

Macierz z przyktadu 10 metodg Gaussa—-Jordana:
T -1 1|1 0 O 1T -1 1 1T 0 0| Wi+W,
2 -1 4,01 0 |Wo-=2Wi~|[O 1 2|-2 1 O
T =1 2|0 0 1| Ws-W, 0O O 1|-1 0 1
1 0 3|-1 1 0 (W —-3W; 1 00| 2 1 -3 2 1 -3
~l0 1 2|21 0W-2Ws~|0 1 0] 01 =2, A'=|0 1 -2|.
00 1|-1 01 00 1|-1 0 1 -1 0 1

Twierdzenie (wtasnosci macierzy odwrotnej)

Jezeli A1 B sa nieosobliwymi macierzami stopnia n oraz ¢ # 0, to:
LA NHT=4 2.AB)"T=BT1A"T, 3. (A T=ANHT;
1
-1 _ 1 4-1. -1y —
bo(eA)T = AT sodet(AT) =

etA’ ,
& [MS, Macierz odwrotna]

Rownania macierzowe

Jezeli A jest nieosobliwa, to: AX =B = X = A~'B (mnozymy obie strony przez A~! z lewej);
XA=B = X =BA"" (zprawej).
Poniewaz mnozenie macierzy nie jest przemienne, kolejnosc czynnikow jest istotna.

& [MS, Macierz odwrotna]

Przyktad 12

2 11, _[1]. PR I T | R £ 1
2 o 1) decamt, = [3 ] x=a ] - il

b)AX-A=2X = AX-2X=A = (A-2DX=A = X =(A-2I)""A (oile det(A—2I) #0).

3-2
-5+4

a)
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Przyktad 13 - odtworzenie planu produkgji

Stolarnia produkuje stoty (s) i krzesta (k). Stot zuzywa 2 m? ptyty i 4 h pracy, krzesto - 0,5 m?
ptyty i 2 h pracy (wartosci przyktadowe). W tygodniu zuzyto 70 m? ptyty i 180 h pracy. Ile
wyprodukowano stotow i krzeset?

70] . [2 05 ., 12 -05] [1 -025
180]'A_[4 2]'detA‘4 2=2 4 ‘2[—4 2]‘[—2 1 ]

s|_ 4 [70] [ 70-45 | _| [25
k| 180| |-140+180| | |40] |
Sprawdzenie: 2 - 25+0,5-40 = 70, 4 - 25 + 2 - 40 = 180. W kolejnym tygodniu zuzyto 80 m? ptyty i

200 h - wystarczy jedno mnozenie: A~'[80,200]7 = [80 — 50, —160 + 200]” = [30,40]7, czyli 30
stotow i 40 krzeset.

Rozwigzanie. A [Ii] =

I3 Rzad macierzy (intuicyjnie)

Definicja (rzad macierzy)

Rzedem macierzy A nazywamy maksymalng liczbe liniowo niezaleznych wierszy (lub -

rownowaznie - kolumn) tej macierzy, czyli takich, z ktorych zaden nie jest kombinacja liniowa

pozostatych. Oznaczenie: rz A. Dla macierzy kwadratowej stopnia n: rzA=n < detA #0.
& [MS, Rzad macierzy]

Obliczanie rzedu - postac schodkowa

Operacje elementarne na wierszach (W; & W;, W; — cW, dla c # 0, W; —» W; + cW;) nie
zmieniaja rzedu. Za ich pomoca tworzymy zera pod pierwszym niezerowym elementem
kolejnych wierszy (postac schodkowa). Rzad macierzy jest rowny liczbie niezerowych wierszy
postaci schodkowe;j.

& [GuS, Rzad macierzy]

Przyktad 14
1 2 -1 3 1 2 -1 3 1 2 -1 3
24 1 OolWwa—2ws~|0 0 3 -6 ~003—6=>rz:.
36 0 3/Ws—3W; [0 0 3 —6/ws-W, [0 0 0 0

Trzeci wiersz jest suma dwoch pierwszych — nie wnosi nowej informacji.
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I3 uktady rownan liniowych

Definicja (uktad rownan liniowych)

Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi nazywamy uktad

a1 X1 +aipXa+ -+ aipXp = b1

a1 X1 +axyXxy+---+amy;yXy = b2

am X1+ amXo+ -+ ampXp = bm

gdzie a;; € R s3 wspotczynnikami, b; € R - wyrazami wolnymi, a x1, ... ., x, — niewiadomymi.
Jezeli by = by = - -+ = b, = 0, uktad nazywamy jednorodnym. Rozwiazaniem uktadu jest kazdy
ciag liczb (x1,. .., x,) spetniajacy wszystkie rownania.

& [MS, Uktady rownan liniowych]

Definicja (zapis macierzowy)

Uktad zapisujemy w postaci AX = B, gdzie

an ... ain X1 b1 an ... dain b1
A=l o |, X=|i|, B=|:]|. [AlB]l=

ami ... amn Xn b am ... amn | bm

A - macierz uktadu, B8 - wektor wyrazow wolnych, [A | B] - macierz rozszerzona (uzupetniona).
& [MS, Uktady rownan liniowych]

Definicja (rodzaje uktadow)

Uktad nazywamy oznaczonym, gdy ma doktadnie jedno rozwigzanie; nieoznaczonym, gdy ma
nieskonczenie wiele rozwigzan; sprzecznym, gdy nie ma rozwigzan. Innych mozliwosci nie ma.
& [MS, Uktady rownan liniowych]

Ooznaczon nieoznaczon Ssprzeczn
y y y y y p y

] " x R X LN \UK

Rys. 3. Uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi — dwie proste: przecinajace sie (2x + 3y = 8, x — y = —1), pokrywajace sie (x + y = 3,
2x +2y = 6), rownolegte (x +y =3, x +y = 1).
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Twierdzenie (Kroneckera-Capellego)

Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy uktadu
jest rowny rzedowi macierzy rozszerzonej: rz A = rz[ A | B]. Ponadto, jesli n jest liczba
niewiadomych, to:

» IZA #rz[A| B] = uktad sprzeczny;
» 1ZA=rz[A| B] = n = uktad oznaczony;

» 1ZA=r1z[A| B] = r < n = uktad nieoznaczony; rozwigzania zaleza od n — r parametrow.

& [MS, Uktady rownan liniowych]

I3 Wzory Cramera i metoda macierzy odwrotnej

Definicja (uktad Cramera)

Uktad AX = B, w ktorym macierz A jest kwadratowa (liczba rownan = liczba niewiadomych) i
nieosobliwa (det A # 0), nazywamy uktadem Cramera. Uktad Cramera ma doktadnie jedno
rozwigzanie.

& [MS, Uktady Crameral]

Twierdzenie (wzory Cramera)

Rozwigzanie uktadu Cramera dane jest wzorami

Wi W, W,

NS T o Ty

gdzie W = det A, a W; jest wyznacznikiem macierzy powstatej z macierzy A przez zastgpienie jej

Jj-tej kolumny kolumna wyrazow wolnych B.
& [MS, Uktady Cramera]

Algorytm - metoda Cramera

1. Sprawdzamy, czy macierz A jest kwadratowa, i obliczamy W = det A. Jezeli W = 0, metody nie
mozna zastosowac.
2. Obliczamy wyznaczniki W4, ..., W, (w j-tej kolumnie wpisujemy wyrazy wolne).
3. Wyznaczamy x; = W;/W. 4. Sprawdzamy rozwigzanie, podstawiajac je do wszystkich
rownan.

& [MS, Uktady Cramera]

Przyktad 15

2x+3y =8 2 3 8 3 2 8

W = =-5 W, = -5, W, = =-10; x==2=[1},
{X_y:_1 1 -1 Tl A K==
_ =10 _
y=2%=(2)
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Przyktad 16 - plan produkcji mebli

Zaktad produkuje stoty, krzesta i szafki. Na stot zuzywa sie 2 m? ptyty, 3 m? okleiny i 4 h pracy,
na krzesto - 1 m? ptyty, 1 m? okleiny i 3 h, na szafke — 3 m? ptyty, 4 m? okleiny i 10 h (wartosci
przyktadowe). Zaktad dysponuje 120 m? ptyty, 150 m? okleiny i 360 h pracy. Ile mebli kazdego

rodzaju nalezy wykonac, aby w petni wykorzystac zasoby?

Rozwigzanie. xi, x,, x3 — liczby stotow, krzeset i szafek:

Technologia Drewna

2x1+ x2+3x3 =120

2 1 3
3X1 + Xo +4x3 = 150 W=[3 1 4|=(20+27+16) - (12+24+30) = -3 #£0.
4x; +3x9 + 10x3 = 360 4 3 10
120 1 3
Wi =[150 1 4|= (1200 + 1350 + 1440) — (1080 + 1440 + 1500) = —30,
360 3 10
2 120 3
Wo=|3 150 4|= (3000 + 3240 + 1920) — (1800 + 2880 + 3600) = —120,
4 360 10
2 1 120
Ws=|3 1 150| = (720 + 1080 + 600) — (480 + 900 + 1080) = —60.
4 3 360

x1 =20 =10, x; = =12 =40, x; = =2 = 20: [ 10 stotow, 40 krzeset, 20 szafek ]

Sprawdzenie: 20 + 40 + 60 = 120, 30+ 40+ 80 = 150, 40+ 120 + 200 = 360.

Metoda macierzy odwrotnej

Dla uktadu Cramera: AX =B = A 'TAX=A"B = X=A"B.
1. Sprawdzamy, ze det A # 0; 2. wyznaczamy A~'; 3. obliczamy X = A~'B; 4. sprawdzamy

rozwigzanie. Metoda jest optacalna, gdy rozwigzujemy wiele uktadow z t3 sama macierza A (por.
przyktad 13).

=30
-3

& [MS, Uktady Cramera]

Przyktad 17

X—y+z=2

2 1 -3
2x — y+4z =7 . Macierz uktadu jest macierza z przyktadu 10: detA=1,A""'= |0 1 -2|.
X—y+2z=3 -1 0 1

2 1 =-3]||2 4+7-9 2

X=A"B=|0 1 =2[|7|=|0+7-6|=] |1

-1 0 1/[(3 -2+0+3 1
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Metoda eliminacji Gaussa

Operacje elementarne na uktadzie

Zbior rozwigzan uktadu nie zmienia sie, gdy na wierszach macierzy rozszerzonej [A | B]
wykonujemy operacje: W; < W; (zamiana miejscami dwoch réwnan); W; — cW,;, ¢ #0
(pomnozenie rownania przez liczbe r6zng od zera); W; — W; + cW; (dodanie do réwnania
innego rownania pomnozonego przez liczbe). Mozna tez skreslic rownanie postaci 0 = 0.

E [GuS, Metoda Gaussa]

Algorytm - metoda eliminacji Gaussa

1. Zapisujemy macierz rozszerzong [A | B].
2. Eliminacja w przod: operacjami elementarnymi sprowadzamy macierz do postaci schodkowej
(zera pod przekatna).
3. Odczytujemy rzAirz[A | B]. Wiersz postaci [0 ... 0| d], d # 0, oznacza uktad sprzeczny.
4. Podstawianie wstecz: z ostatniego rownania wyznaczamy ostatnia niewiadoma, wstawiamy
do wczesniejszych itd. Gdy r < n, n — r niewiadomych przyjmujemy za parametry.
Metoda dziata dla kazdego uktadu (takze gdy m # n lub det A = 0).
& [GuS, Metoda Gaussa]

Przyktad 18 - uktad oznaczony

X+y+z=2
2x—-y+z=6
xX+2y—z=-1

T 1 1| 2 1 T 1] 2

2 -1 1 6 |[Wo-2W;~|[ 0 -3 -1 2 |W, & Ws
T 2 -1|-1 | W:-W, O 1 -2|-3

1 1 11 2 11 1] 2
~10 1 -2]-3 ~10 1 -2|-3
0 -3 -1| 2 (W:+3W, 00 -7|-7

rzA =rz[A| B] = 3 = n - uktad oznaczony. Podstawianie wstecz: -7z = -7 = z = 1;
y—-2z=3=y=-1, x+y+z=2=x=2. [(X,y,z)=(2,—1,1)].
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Przyktad 19 - uktad nieoznaczony

X+y+z=3
2x+3y+z=6
3x+4y+2z=9

T 1 13 1T 1 113 1T 1 113
2 3 16 Wo-2Wi~|[0 1 1|0 ~10 1 -1]0
3 4 2|9 W;-3W 01 =110 (W:-W, 0 0 0|0

rzA =rz[A| B] =2 < 3 - uktad nieoznaczony, 3 — 2 = 1 parametr. Przyjmujemy z = t: y =t,
x=3-y—z=3-2t.

Rozwiqzanie:[ (x,y,z) =(3-2t, t, t), teR ]; np.dla ¢ = 0: (3,0,0), dla t = 1: (1,1,1).

Przyktad 20 - uktad sprzeczny

Jezeli w przyktadzie 19 trzecie rownanie zmienimy na 3x + 4y + 2z = 10, to po tych samych
operacjach otrzymamy wiersz [000 | 1], czyli0O = 1. rzA =2 # rz[A | B] = 3 - uktad sprzeczny.

EJ Uktady rownan w technologii drewna

Definicja (wilgotnosé drewna)

m — mo
w =

- 100%,

mo

gdzie m — masa drewna wilgotnego, mo — masa drewna w stanie absolutnie suchym. Stad masa

wody w drewnie wynosi w - mg, @ masa drewna wilgotnego m = mo(1 + w) (w jako utamek
dziesietny).

& [FK, Drewno a woda]

Przyktad 21 - mieszanie zrebkow o roznej wilgotnosci

Mieszamy zrebki Swieze o wilgotnosci 100% z wiorami podsuszonymi o wilgotnosci 20%.
Potrzeba 1200 kg mieszanki o wilgotnosci 50% (wartosci przyktadowe). Ile kilogramow zrebkow i
wiorow nalezy uzyc?

Rozwigzanie. Sucha masa mieszanki: mo = 123% = 800 kg, masa wody: 0,5 - 800 = 400 kg. Niech x,
y - suche masy zrebkow i wiorow [kg]. Bilans suchej masy i bilans wody:

1 1
1 0,2

800 1
400 0,2

1 800
1 400

x +y =800
= =-08, W= =-240, W, = = —400.

1,0x +0,2 y =400

x = =20 =300 kg, y = =¢ = 500 kg suchej masy. Masy wilgotne: zrebki 300 - (1+1) = 600 kg,

wiry 500 - (1+0,2) = 600 kg: [ 600 kg zrebkow i 600 kg wibrow ] Sprawdzenie: 600 + 600 = 1200
kg, woda 300 + 100 = 400 kg.
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Przyktad 22 - masa klejowa

Mase klejowa (100 kg) przygotowujemy z zywicy (x kg, 65% suchej masy), roztworu utwardzacza
(y kg, 20% s.m.) i wypetniacza (z kg, 90% s.m.). Masa ma zawierac 60 kg suchej masy, a
wypetniacza ma by¢ 4 razy mniej niz zywicy (wartosci przyktadowe).

Rozwigzanie. Drugie rownanie mnozymy przez 20:

x+y+z=100
0,65x +0,2y + 0,9z = 60

x—-4z=0
1T 1 1| 100 T 1 1| 100
13 4 181200 |Wo—-13W1;~| 0 -9 5|-100 |W, & Ws
1 0 -4 0| Ws—W, 0 -1 -5|-100
T 1 1| 100 T 1 1| 100
~10 -1 -5]|-100 ~(0 -1 -5]|-100

0 -9 5|-100 | W3 —-9W, 0O O 50| 800
z=16, —y—-80=-100= y =20, x =100-20—- 16 = 64:
[ 64 kg zywicy, 20 kg utwardzacza, 16 kg wypetniacza ]
Sprawdzenie suchej masy: 0,65 -64 +0,2-20+0,9-16 = 41,6 + 4 + 14,4 = 60 kg.

Przyktad 23 - czy plan produkgji jest jednoznaczny?

W przyktadzie 16 zmieniamy szafke: zuzywa ona 3 m? ptyty, 4 m? okleiny i 7 h pracy, czyli
doktadnie tyle, co stot i krzesto razem. Zasoby: 120 m? ptyty, 150 m? okleiny, 300 h.
Rozwiazanie.

A= ., detA=(14+27+16)— (12+24+21) =0

A O
~N AW

1
1
3

- wzordow Cramera nie mozna zastosowac (kolumna 3 = kolumna 1 + kolumna 2). Metoda Gaussa
(najpierw W, — W;, Ws — 2W;, potem zamiana kolejnosci wierszy):

2 1 3|120 1T 0 1| 30 1 0 130 1 0 130
31 4(150|~[0 1 1| 60 ~[0 1 1|60 ~[0 1 1|60
4 3 7300 2 1 3120 | W3 -2W, 0 1 1]60 |W:—W, 0 00| O

rzA=rz[A| B] =2 < 3 -uktad nieoznaczony: x3 = t, x =60 —t, x; =30 — ¢,

[ (x1,x2,x3) = (30—1t¢, 60—1t, t) J Ze wzgledu na sens zadania t jest liczbg catkowita z
przedziatu (0; 30), np. (30, 60, 0), (10,40, 20), (0, 30, 30) - jedna szafke mozna ,zamienic” na stot i

krzesto bez zmiany zuzycia zasobow. Plan jest wyznaczony jednoznacznie przez zuzycie zasobow
tylko wtedy, gdy det A # 0.
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% Zapamietaj

b . ) o 3
2 4= ad — bc; stopien 3 - Sarrus; wyzsze - Laplace (D;; = (—1)"* det A;;) lub posta¢
C
trojkatna. W; & W;:zmiana znaku; W; — W; + cW;: bez zmian.
A7listnieje — detA#0; A7 = L= [D;]7; [Al Il - [I|AT]; AX=B= X=A"B,

XA=B= X =BA".

Kronecker-Capelli: rozwigzanie istnieje < rzA=rz[A|B]; =n-jedno,=r <n-
nieskonczenie wiele (n — r parametrow).

Cramer (W #0): x; = W;/W; X = A™'B; Gauss - dla kazdego uktadu: postac schodkowa i
podstawianie wstecz.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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