MATEMATYKA - Ekoenergetykas materiaty do pracy samodzielnej

Catka nieoznaczona. Metody catkowania

Funkcja pierwotna - catka nieoznaczona i jej interpretacja geometryczna -
wtasnosci i wzory podstawowe * catkowanie wprost, przez podstawienie i
przez czesci
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KB Funkcja pierwotna i catka nieoznaczona

Catkowanie jest dziataniem odwrotnym do rozniczkowania: znajac f(x), szukamy funkcji F(x), ktorej
pochodna jest rowna f(x).

Definicja (funkcja pierwotna)

Funkcja pierwotna funkcji £(x) w przedziale (a, b) nazywamy kazda funkcje F(x) taka, ze
F’(x) = f(x) dla kazdego x € (a, b).

& [F2, Catka nieoznaczona]

Twierdzenie

Jezeli F jest funkcja pierwotna funkcji f, to F + C (C € R) tez jest jej funkcja pierwotna. Dwie
funkcje pierwotne tej samej funkcji roznig sie o stata.

E [F2, Catka nieoznaczona]

Definicja (catka nieoznaczona)

Catka nieoznaczong funkcji £ (x) nazywamy wyrazenie
/f(x) dx = F(x) + C, gdzie F’'(x) = f(x),

f(x) - funkcja podcatkowa, F(x) — funkcja pierwotna, C - stata catkowania.

H [GS, Catki nieoznaczone]

Interpretacja geometryczna. Wykresy wszystkich
funkcji pierwotnych funkcji f powstaja z jednego
z nich przez przesuniecie wzdtuz osi Oy. W punktach
o tej samej odcietej styczne do tych wykresow sa
rownolegte — majg wspotczynnik kierunkowy £ (x).Ir2,

Catka nieoznaczona]

Np. [ 2x dx = x? + C: wszystkie parabole y = x2+ C
maja w punkcie x = 1 styczne o nachyleniu 2.

|
Rys. 1. Rodzina funkgji pierwotnych y = x2 + C.
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B3 Wtasnosci i wzory podstawowe

Twierdzenie (wtasnosci catki nieoznaczonej)

1. /(f(x)ig(x))dx:/f(x) dxi/g(x) dx
2. /af(x)dx:a/f(x)dx, aeR

3. (/ f(x) dx) = f(x) - kazdy wynik mozna sprawdzi¢ przez rozniczkowanie.

E [GS, Catki nieoznaczone]

Podstawowe wzory rachunku catkowego

n+1
/x"dx:x +C, n#-1 /dx In|x|+C
n+1 X

/a"dx: Z +C /COSxdx:Sinx+C / sinxdx =—-cosx+C

“dx =e*+C

lna
d d .
/ —=tgx+C / = _ctgx+C — arcsinx + C
Cos< x sin® x V1 - x2
dx f'(x)
=arctgx+ C dx =In|f +C
,/1+x2 gx ,/f(x) X 0l

E [GS, Catki nieoznaczone]

W Zapamietaj

Catka iloczynu nie jest iloczynem catek, a catka ilorazu nie jest ilorazem catek:

f(x)d
[t e [ [ F13%

[} Catkowanie wprost

Catkowanie wprost polega na takim przeksztatceniu funkcji podcatkowej (rozbicie na sume, zamiana
pierwiastkow na potegi, skrocenie utamka), aby mozna byto zastosowac wtasnosci 1-2 i wzory
podstawowe.

Przyktad 1
. 1 1
/(Slnx—ex)dx=—COSX—eX+C, /(3x2—§)dx:x3—§ln|x|+c

2
/ x (Vx = x*v/x) dx = / (X5/4_X37/12) dx = 2o 12 aop2
Tx o* "9
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Catkowanie przez podstawienie

Twierdzenie (catkowanie przez podstawienie)

Jezeli funkcja t = g(x) ma ciagta pochodng, a funkcja f jest ciggta na zbiorze wartosci funkcji g,
to

[rlem)geax=[rwar

przy czym po scatkowaniu prawej strony podstawiamy ¢t = g(x).
H [GS, Catki nieoznaczone]

Schemat: wybieramy t = g(x) (zwykle funkcje wewnetrzng), obliczamy dt = g’(x) dx, zamieniamy
cata catke na zmienna ¢, catkujemy i wracamy do zmiennej x.

1 1
:—/etdt:Ee"2+C

2 t = x2
e dx =
/X X xdxz%dt 2

t =sinx
dt = cos x dx

ln x t=Inx I
/de: dt:% :/tdt:aln x+C

. 1 .
/smxc05xdx: :/tdt:55|n2x+c

Przyktad 3 - licznik jest pochodna mianownika

2

cos x . X“+2x+6

/ ——dx =In|sin x|+ C, /1—dx:ln|%x3+x2+6x +C.
Sin x 3x3 +x2 +6x
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[ cCatkowanie przez czesci

Twierdzenie (catkowanie przez czesci)

Jezeli funkcje f i g maja ciagte pochodne, to

/ F(x) &' (x) dx = £(x) g(x) — / F(x) g(x) dx.
E [GS, Catki nieoznaczone]

Wzor wynika z catkowania wzoru na pochodna iloczynu (fg)’ = f'g + fg’. Za f wybieramy funkcje,
ktora po zrozniczkowaniu sie upraszcza (np. x, In x), a za g’ - funkcje tatwa do scatkowania (np. e*,
sin x, cos x, 1).

Przyktad 4

/xexdx:
/lnxdx=/1-lnxdx=

Przyktad 5 - catka ,,petlaca sie”

Dla I = [ e* cos x dx dwukrotne catkowanie przez czesci daje I = e* cos x + e* sin x — I, wiec

f=x g =¢e
ff=1 g=¢e¥

:xe"—/exdxzex(x—1)+C

f=Ilnx g'=1
g:

f/_ :XlnX—/1dX:XlnX_X+C

X

. 1 .
2] =e*(cosx+sinx)+C = /e" COS x dx = Ee"(c05x+sm x)+C.

I3 zastosowanie: od mocy do energii

Przyktad 6

. .. . . . E
Moc msta!acu. PV wynosi P(t) = 5sin %5 [kW]. Energia 40 A
jest funkcja pierwotng mocy (£’ = P):
60  nt 21 S
E(t):/P(t)dt:——cos”—+C.
T 12 e >
-7 6 12t
Stata C wyznaczamy z warunku poczatkowego E(0) = _op b===""
0:C = %, zatem E(t) = % (1 — CoSs %) [kwh]. Rys. 2. Funkcje pierwotne dla C = 0 (przerywana) i
c=9,
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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