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Kl Definicja wyznacznika

Definicja (dopetnienie algebraiczne)

Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowg stopnia n > 2. Przez A;; oznaczamy macierz
stopnia n — 1 powstata z A przez skreslenie /-tego wiersza i j-tej kolumny; jej wyznacznik
det Aj; nazywamy minorem. Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe

D,'j = (—1)i+j detA,-j.

& [MS, Wyznaczniki]

Definicja (wyznacznik)

Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A nazywamy liczbe det A (oznaczang tez |A|) okreslong
indukcyjnie:

» jezeli A =[ay1] (stopien 1), to det A = ayq;
» jezeli A ma stopien n > 2,to det A = a11D11 + a12D12 + - - - + a1,D1,, (rozwinigcie wzgledem
pierwszego wiersza).

Wyznacznik okreslony jest tylko dla macierzy kwadratowych.
& [MS, Wyznaczniki]

Wyznacznik stopnia 2

an  an
a1 a

detA = = a11a2 — a124as1-

& [MS, Wyznaczniki]

Przyktad 1

3 4
-1 8

2 6
13

=2.3-6-1=(0]}.

=3.8-(~4) (-)=24-4=[20}
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Wyznacznik stopnia 3 - reguta Sarrusa

Pod wyznacznikiem dopisujemy jego dwa pierwsze wiersze.
Iloczyny elementow na trzech przekatnych ,w dot w prawo”
bierzemy ze znakiem +, a na trzech przekatnych ,w dot w
lewo” - ze znakiem —:

det A = aj1apas3 + az1a32a13 + a31a12a23

— d134d224a31 — d23432411 — 433412421.

Rys. 1. + i — w regule Sarrusa.

Reguta Sarrusa dotyczy wytacznie wyznacznikow stopnia 3.
& [MS, Wyznaczniki]

Przyktad 2

= o =
N W N

1
N=(1-3-1+42-2-1+44-2-1)=(1-3-4+1-2-1+1-2-2)
1

=15-18=(-3)
111
2 3 0/=(3+2+0)-(-3+0-2)=5+5=(10],

-1 1 1

Twierdzenie (rozwinigcie Laplace’a)

Wyznacznik macierzy stopnia n mozna obliczyc, rozwijajac go wzgledem dowolnego wiersza lub
dowolnej kolumny:

detA = aj1Dj1 + ajpDjp + - - - + a;,Djp (i-ty Wiersz),

detA = ay;Dyj +ay;Dyj +---+ayD,;  (j-ta kolumna).

Najwygodniej wybrac wiersz lub kolumne z najwieksza liczba zer. Znaki (-1)"*/ tworza
+ -+
.szachownice” |- + -
+ - +
& [MS, Wyznaczniki]
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Przyktad 3 - dopetnienia algebraiczne

1T -1 2
DlaA=|3 1 -2|obliczamy dopetnienia algebraiczne elementow pierwszego wiersza:
2 1 1

1
1

1 -2 3 =2 3
D11=(—1)21 : =3, D12=(—1)32 1 =—7, D13=(—1)42 =1

Rozwiniecie wzgledem 1. wiersza: detA=1-3+(-1)- (-7)+2-1 = .

3 -7 1
Petna macierz dopetnief: [D;;] = |3 -3 -3| (przyda sie w wyktadzie 11).
0O 8 4

Przyktad 4 - wyznacznik stopnia 4

201 3 ) 1 3
T 0 2 0] 2 kolumna 342 _ _ _

N R 1 ? (2)——3-[(8+O+3)—(6+0+2)]——3-3—.
101 2

W 2. kolumnie tylko element a3, = 3 jest niezerowy, wiec pozostate sktadniki rozwinigecia s
rowne zeru.
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B3 Wtasnosci wyznacznikow

Twierdzenie (wtasnosci wyznacznikow)

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n.
1. det A7 = det A; dlatego kazda wtasnosc dotyczaca wierszy jest prawdziwa takze dla kolumn.

2. Jezeli macierz ma wiersz (kolumne) ztozony z samych zer, to det A = 0.

3. Zamiana miejscami dwoch wierszy (kolumn) zmienia znak wyznacznika.
4. Jezeli dwa wiersze (kolumny) sg rowne lub proporcjonalne, to det A = 0.
5

. Pomnozenie wiersza (kolumny) przez liczbe ¢ mnozy wyznacznik przez c; w szczegolnosci
det(cA) = c" det A.

6. Dodanie do wiersza (kolumny) innego wiersza (kolumny) pomnozonego przez dowolng
liczbe nie zmienia wyznacznika.

7. Wyznacznik macierzy trojkatnej (w tym diagonalnej) jest rowny iloczynowi elementow
przekatnej gtownej; det I = 1.

8. det(AB) = det A - det B (twierdzenie Cauchy’ego).
9. Na ogot det(A + B) # det A+ det B.

& [MS, Wtasnosci wyznacznikow]

1 2 3 2 7 -1
a)[2 4 6|=0/(wiersz?2 jest rowny podwojonemu wierszowi 1); b)|0 3 5|=2-3-4=24;
51 7 0 0 4

c) jezeli det A = 5i A jest stopnia 3, to det(2A) = 23 -5 =40, det A7 =5, det(A?) =5-5=25.

Operacje elementarne na wierszach (kolumnach) i ich wptyw na wyznacznik

W o W, zamiana wiersza i-tego z j-tym wyznacznik zmienia znak
W, - cW; pomnozenie wiersza i przez ¢ # 0 wyznacznik razy ¢

W, — W;+cW,; dodanie do wiersza i wiersza j razy ¢ wyznacznik bez zmian

Analogiczne operacje na kolumnach oznaczamy K; < Kj, Ki — cKj, Ki — K; + cK;.
& [GuS, Wyznaczniki]

Operacjami W; — W; + cW; sprowadzamy macierz do postaci trojkatnej (zera pod przekatna), a
nastepnie korzystamy z wtasnosci 7.

Przyktad 6 - sprowadzanie do postaci trojkatnej

1 2 3 1 12 3 1 12 3 1
2 5 7 3\Wo,-2w; (01T 1 1 o1 1 1

= =1-1-(-3)-2= .
1 4 2 2\ Ws—-W, 0 2 -1 1|W:-2W, [0 0 -3 -1 (=3)
36 9 5\W,-3Ww; [0 0 0 2 00 0 2
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Definicja (macierz osobliwa i nieosobliwa)

Macierz kwadratowa A nazywamy nieosobliwg, gdy det A # 0, oraz osobliwa, gdy det A = 0.
& [MS, Wyznaczniki]

Dla jakich x macierz [X

2 |. .
5
3 xat 1] jest osobliwa?

Rozwigzanie. det = x(x +1) —6=x?+x-6= (x+3)(x-2) =0 = [x=—3 lubx:2].

[} zastosowania geometryczne

Pole trojkata, wspotliniowosc punktow

Wartosc bezwzgledna wyznacznika 21 22 jest polem rownolegtoboku rozpietego na wektorach
1 2

[a1, a2] i [b1, by]. Stad pole trojkata o wierzchotkach A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3):

1 — —
p=_ det[Xz X1 )2 )’1] '
2 X3—X1 Y3— )i
x1 oy 1
Punkty A, B, C leza na jednej proste] &< |x, y, 1/=0.
x3 y3 1

& [MS, Wyznaczniki - interpretacja geometrycznal

Przyktad 8 - obszar chroniony

Obszar chroniony ma ksztatt trojkata o wierzchotkach
A(0,0), B(6,1), C(2,5) (wspotrzedne w km).

. o == —
Rozwiazanie. AB = [6,1], AC = [2,5],
14

1 2
=—=[30-2| = 14 km* | )
513020 = 14 km?

Rys. 2. Obszar chroniony.

1
P=_
2

Przyktad 9 - studnie obserwacyjne

Czy studnie o wspotrzednych (1,2), (3,6), (5,10) leza na jednej proste;j?

6 1
25

1T 2 1
Rozwigzanie.|3 6 1|=(6+10+30)— (30+10+6) =0 - tak (prosta y = 2x).
5 10 1
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% Zapamietaj

b .. . . -
i A= ad — bc; stopien 3 - Sarrus; wyzsze stopnie - Laplace (D;; = (-1)"* det A;;) lub
postac trojkatna.

W, & W;:zmiana znaku; W; — W; + cW;: bez zmian; wiersze proporcjonalne = det A = 0;
det(AB) = det Adet B.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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