MATEMATYKA - Ekoenergetykas materiaty do pracy samodzielnej

Catkowanie funkcji wymiernych i
trygonometrycznych

Funkcja wymierna - utamki proste ¢ rozktad na utamki proste - catkowanie
utamkow prostych I i Il rodzaju - catki z funkcji trygonometrycznych.
Temat egzaminacyjny - nie jest omawiany na cwiczeniach.
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KB Funkcja wymierna i utamki proste

Definicja (funkcja wymierna)

Wi (x)
Wn(x)
stopnia m, nazywamy funkcja wymierna. Gdy n < m, funkcje nazywamy wtasciwg.

B [GS, Catki nieoznaczone]

Funkcje f(x) =

, gdzie W, jest wielomianem stopnia n, a W,, — niezerowym wielomianem

Definicja (utamki proste)

Utamek prosty | rodzaju: Cx+D

leN; lrodzaju: ————
) (ax?2+bx +c)t

S teN,
(px+q)'
A=b%2—4ac<0.

B [GS, Catki nieoznaczone]

Twierdzenie (o rozktadzie na utamki proste)

Kazda funkcje wymierng mozna przedstawic jako sume wielomianu i skonczenie wielu utamkow
prostych | i Il rodzaju. Przy tym:

. . . . . A A A
» czynnikowi (px + g)' mianownika odpowiada suma L+ 2 oRaRREE —’/;
px+q (px+q) (px +q)
Cix + Dy Cex + Dy

» czynnikowi (ax? + bx + ¢)!, A < 0, odpowiada suma ——— —heeh——
ax’?+bx+c (ax*+bx +c)t

B [GS, Catki nieoznaczone]
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% Zapamietaj

Algorytm catkowania funkcji wymiernej:
1. Jesli stopien licznika > stopien mianownika - wydziel wielomian (dzielenie lub grupowanie):

F(x) = W(X)+ 5700

2. Rozt6z mianownik M(x) na czynniki liniowe i kwadratowe z A < 0 (postac iloczynowa
trojmianu, pierwiastki wymierne - dzielniki wyrazu wolnego, twierdzenie Bézouta, dzielenie
wielomianow).

3. Roztoz % na utamki proste: pomnoz obie strony przez M(x) i porownaj wspotczynniki

przy jednakowych potegach x.

4. Scatkuj wielomian i kazdy utamek prosty osobno.

B3 Catkowanie utamkéw prostych

Utamki proste I rodzaju
(px+q)'™"

A A A A
pXx+q p (px+q) p 1-n

B [GS, Catki nieoznaczone]

Utamki proste Il rodzaju

Mianownik sprowadzamy do postaci kanonicznej (x + a)? + 82, a licznik zapisujemy jako (stata x
pochodna mianownika) + stata:

dx 1 X+a f'(x) 3
/m—ﬁarctg7+c, /f(x) dX—l.n|f(X)|+C,

/ dx = X +larct x+C
G2+ 12 - 202 +1) T2 ArC8x+C

E [GS, Catki nieoznaczone]
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) Przyktady

Ekoenergetyka

Przyktad 1 - wydzielenie wielomianu

fo)
g

343x2—4x-12
a) XX T L 2 7x 4244

—4 o (dzielenie), wiec

3,352 _ 4y — 3 7x2
/X X X X L TX  ax+84ln|x - 4]+ C.
x—4 3 2

o o X
— — (grupowanie), wiec /

Przyktad 2 - rozktad na utamki | rodzaju

Oblicz/de
x2+3x-10

—4
6dx=x+21n|x—6|+C.

_3 p_ 11 l
1, A=3, =1 |

2x — 1 1
/X—dx= Snix—21+ Dnjx+s/+c
x2+3x-10 7 7

. 0 . .

Przyktad 3 - czynnik wielokrotny i kwadratowy (postac rozktadu)

M(1) = M(=2) = 0; po dzieleniu M(x) = (x — 1)2(x +2)(x2 + x + 1), wiec

x2—x+2 A B C Dx+E
= + + + .
M (x) x=-1 (x=1)2 x+2 xZ+x+1

Przyktad 4 - utamki Il rodzaju

a)/ dx _/ dx B
X2+2x+5 ) (x+1)2+22

b)/3x—+7dx: 3x+7=32(2x+6) -2, x?+6x+18 = (x+3)?+3%, wiec

x2+6x+18
/ 3x+7 dx:é/ 2x +6 dx—2/ dx
x2+6x+18 2) x2+6x+18 (x+3)2+9

X

1arct x+1
2 § 2

+C’.

2
:‘ %ln(x2+6x+18)—§arctg ;“3 +C ’
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M (x) = x>+ x* — 2x3 — x? — x + 2: pierwiastki wymierne naleza do {-2;-1;1;2};

T

S 2x — 1 4
ROZWquanle. x2+3x-10 = (X —2)(X+5), m = i 41
A, B | |
x-2 x+5 ‘ ‘ ]\\,.,
Stad 2x—1 = (A+B)x+(5A—2B), czyli A+B = 2, 54— 28 = S~ A

X
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Przyktad 5 - czynnik kwadratowy w potedze

2x2+2x+13 1 X+2  3x+4
D2+ x—2 2+1 (2+12 3
2x% +2x +13 1 3 —4x
dx=Iln|x-2|- =ln(x*+1) —4arctgx+ ———— + C.
2oz X = =2l- 5+ ) 8Xt o+ )

Catkowanie funkcji trygonometrycznych

Przydatne tozsamosci

sina =1(1-cos2a), cos’a=3(1+cos2a)  sinacospB = }[sin(a - B) +sin(a + B)]

sin2a = 2sinacosa, sin’a+cos?a =1 sinasin B = 1[cos(a — B) — cos(a + B)]

/COS3de:/(1—Sinzx)COSde:

cos a cos B = J[cos(a — B) + cos(ar + B)]

E [GS, Funkcje elementarne]

Przyktad 6 - trzy typowe sytuacje

Parzyste potegi sin x, cos x — obnizamy potege:

. 1 .
/Slnzxdx:/%(1—C0$2x)dx:%—zsm2x+c.

lloczyny sin ax cos bx itp. — zamieniamy iloczyn na sume:

. 1 . . 1 1
/Sln3XCOSxdx= 5/(S|n2x+5|n4x) dx:—zcoszx—gcos4x+c.

Nieparzysta potega - ,odrywamy” jeden czynnik i podstawiamy ¢ = sin x lub ¢ = cos x:

t =sinx
dt = COS x dx

. 3
:/(1—t2)dt=sinx—S”;X+C.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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