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KB Macierz odwrotna

Definicja (macierz odwrotna)

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Macierz A~ nazywamy macierza odwrotna do
macierzy A, jezeli

AATT=AT A=,

& [MS, Macierz odwrotnal]

Twierdzenie (warunek istnienia, wzor)

Macierz odwrotna do macierzy kwadratowej A istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
nieosobliwa (det A # 0). Macierz odwrotna jest wtedy wyznaczona jednoznacznie oraz

;
Dyy Dip ... Dy,
1 |[Da Dy ... Do, .
-1
TdetA| o . | Djj = (=1)"" det A;;.
Dn1 Dn2 Ce. Dnn

Macierz [D;;]T nazywamy macierza dotaczong do A.
& [MS, Macierz odwrotna]

Macierz odwrotna stopnia 2

-1
a b 1 d -b
[c d] _ad—bc[—c a]’ ad = bc#0.

& [MS, Macierz odwrotna]
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Matematyka - Streszczenie wyktadu 11

Algorytm - metoda dopetnien algebraicznych

1. Obliczamy det A. Jezeli det A = 0, macierz odwrotna nie istnieje - koniec.

Ochrona Srodowiska

2. Obliczamy wszystkie dopetnienia algebraiczne D;; = (-1)* det A;; i tworzymy macierz [D;;].

3. Transponujemy ja i dzielimy przez wyznacznik: A=' = 1 [D;;]”.
4. Sprawdzamy: A- A~' = 1.

& [MS, Macierz odwrotna]

Przyktad 1

4 1 12 -1
A= . detA=8-3=5 A=l _
[3 2] etA=8-3=5 5[—3 4]

. 141
Sprawdzenie: [3 2]

04 -02| [1,6-06 -08+08
-06 08| [12-12 -06+16

1

Macierz [? g] nie ma odwrotnej, bo jej wyznacznik jest rowny 0.

Przyktad 2 - macierz stopnia 3
T -1 1

Wyznacz macierz odwrotngdo A= [2 -1 4.

1T -1 2
Rozwigzanie. 1. Reguta Sarrusa: det A= (-2-4-2) - (-1-4-4)=-8+9=1#0.
2. Dopetnienia algebraiczne:

-1 4 2 4 2 -1
D11—+_1 2—2, Dy = - 2—0, D13—+1 _1——1,
-1 1 1 1 1T -1
Dz1——_1 2—1, Dzz—+1 2—1, Dzs——1 _1—0,
-1 1 1 1 1T -1
D31—+_1 4——3, D32__2 4——2, D33—+2 _1—1.
2 0 -1
3.[Dj]1=|1 1 0], A=
-3 -2 1

4, Sprawdzenie: AA™! = Is.
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Matematyka - Streszczenie wyktadu 11 Ochrona Srodowiska

Metoda Gaussa-Jordana (operacji elementarnych)

Tworzymy macierz [ A | I'] (macierz A uzupetniona z prawej strony macierza jednostkowa).
Wykonujac operacje elementarne wytacznie na wierszach (W, - W;, W; — cW; dla ¢ # 0,
W; — W, + cW;), przeksztatcamy lewa czeS¢ w macierz jednostkowa. Prawa czesc¢ staje sie wtedy
macierza odwrotna:

[A|I] — [I|A"].

Jezeli w lewej czeSci pojawi sie wiersz zerowy, to det A = 0 i macierz odwrotna nie istnieje.
& [GusS, Macierz odwrotna]

Przyktad 3

Macierz z przyktadu 2 metoda Gaussa—Jordana:
T -1 111 0 O 1T -1 1 1T 0 0| Wi+W,
2 -1 4,01 0|Woe-=2W4~|[O 1T 2|-2 1 O
T -1 2|0 0 1| Ws-W, O O 1|-1 0 1
1 0 3|-1 1 0 (W—-3W; 10 0| 2 1 -3 2 1 -3
~l0 1 2/-210|Wa-2Ws3~|0 1 0] 01 2|, A'=[0 1 -2/,
00 1|-1 01 00 1/-1 0 1 -1 0 1

Twierdzenie (wtasnosci macierzy odwrotnej)

Jezeli A i B s3 nieosobliwymi macierzami stopnia n oraz ¢ # 0, to:
LAN T =4 2AB) "'=BT1A" 3.(A) =AY, 4 (cAT=1AT; 5.

det(A™") =

det A’ .
& [MS, Macierz odwrotna]

Rownania macierzowe

Jezeli A jest nieosobliwa, to: AX =B = X = A”'B (mnozymy obie strony przez A~' z lewej);
XA=B = X =BA"" (zprawej).
Poniewaz mnozenie macierzy nie jest przemienne, kolejnosc czynnikow jest istotna.

& [MS, Macierz odwrotna]

Przyktad 4

P e R RN |

b)AX-A=2X = AX-2X=A = (A-2DX=A = X =(A-2I)""A (oile det(A—2I) #0).
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Matematyka - Streszczenie wyktadu 11 Ochrona Srodowiska

Przyktad 5 - emisje ze zrodet (zadanie odwrotne)

Stezenia na dwoch stacjach ¢ [ug/m?3] zaleza od emisji dwoch zrodet q [t/dobal: ¢ = Aq,

0,4 0,1 . 3 -
A= [0’2 O’3].Zm|erzono c=1[938]".
[
14

. . 0,3 -0, 3 -1 27 -8
Rozwiazanie. detA=0,1, A= L | = ,q=Ac=
3 0.1 [—0,2 0,4] [—2 4] q -18+32

t/doba.

E3 Rzad macierzy

Definicja (liniowa niezaleznosc)

Wektory a;, @, . ..,a; € R” nazywamy liniowo niezaleznymi, jezeli jedynym rozwigzaniem
rownania
cia;+codr+---+crar =0

jestci = ¢y = --- = ¢, = 0. Jezeli rownanie ma inne rozwigzanie, wektory sa liniowo zalezne -
wtedy co najmniej jeden z nich jest kombinacja liniowa pozostatych.

& [MS, Przestrzenie liniowe]

Przyktad 6

Wektory [1,2,3] i [2,4,6] sa liniowo zalezne: 2 - [1,2,3] — 1 [2,4,6] = 0. Wersory i, j, k s3 liniowo
niezalezne: C1i + Czj + C3k = [C], Co, C3] =0 tylko dla c1=cy=c3=0.

Definicja (rzad macierzy)

Rzedem macierzy A nazywamy maksymalna liczbe liniowo niezaleznych wierszy (lub -

rownowaznie - kolumn) tej macierzy; oznaczamy go rz A.

Rownowaznie: rzad macierzy jest rowny najwyzszemu stopniowi jej niezerowego minora, czyli

wyznacznika podmacierzy kwadratowej otrzymanej przez skreslenie pewnych wierszy i kolumn.
& [MS, Rzad macierzy]

Wtasnosci rzedu

0<rzA<min(m,n)dla Awymiarumxn; rzA=0 < A=0; r1zA" =rzA;
dla macierzy kwadratowej stopnia n: rzA=n < detA #0.
& [MS, Rzad macierzy]

Twierdzenie (operacje nie zmieniajace rzedu)

Rzad macierzy nie zmienia sig, gdy: 1) zamieniamy miejscami dwa wiersze (kolumny), W; < W;;
2) mnozymy wiersz (kolumne) przez liczbe r6zna od zera, W; — cW;; 3) dodajemy do wiersza
(kolumny) inny wiersz (kolumne) pomnozony przez liczbe, W; — W; + cW;; 4) skreSlamy wiersz
(kolumne) ztozony z samych zer; 5) skreslamy wiersz (kolumne) rowny lub proporcjonalny do
innego wiersza (kolumny); 6) transponujemy macierz.

& [GuS, Rzad macierzy]
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Algorytm - postac schodkowa

Operacjami elementarnymi tworzymy zera pod pierwszym niezerowym elementem kolejnych
wierszy (postac schodkowa). Rzad macierzy jest rowny liczbie niezerowych wierszy postaci
schodkowe;j.

& [GuS, Rzad macierzy]

Przyktad 7 - rzad rowny 2

1 2 -1 3 12 -1 3 12 -1 3
2 4 1 O/Wo-2W;~|0 0 3 -6 ~loo 3 -6 =rz=[2,
36 0 3/ws—3w; (00 3 —6/ws-w, [0 0 0 O

L 1 . . .
Sprawdzenie minorem: 2 = 3 # 0, a wszystkie minory stopnia 3 s3 zerowe (wiersz 3 =

wiersz 1+ wiersz 2).

Przyktad 8 - rzad rowny 3

1 1 1

2 ~ 10 2| = rz= .

5 0 1

Wiersze (i kolumny) tej macierzy sa liniowo niezalezne; jej wyznacznik jest rozny od zera
(det = 1).

1
1
Wi —2W, 0

Przyktad 9 - rzad przez minory

1 2 3
. . . . 2 4
A=12 4 6|: detA =0 (wiersze 1i2 proporcjonalne), ale minor : 0‘ = —4 # 0, zatem
1 0 1
rzA =2.

W Zapamietaj

A~listnieje — detA#0; A7 = L [D;]T; [A|I] > [I|AT]; AX=B= X=A"B,
XA=B= X=BA".

rz A = maksymalna liczba liniowo niezaleznych wierszy = liczba niezerowych wierszy postaci
schodkowe;j.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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