MATEMATYKA - Ekoenergetykas materiaty do pracy samodzielnej
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B cCatka oznaczona Riemanna

Definicja (suma catkowa)

Niech a = xo < x1 < --- < x, = b bedzie podziatem przedziatu [a, 6], Ax; = x; — x;_1, a
& € [xi_1, x;] — dowolnymi punktami posrednimi. Sume

Sn = Z;: f(&i) Ax;

nazywamy sumg catkowa Riemanna. Cigg podziatow jest normalny, gdy max Ax; — 0.

& [F2, Catka oznaczona]

Definicja (catka oznaczona)

Jezeli dla kazdego normalnego ciggu podziatow i dowolnego wyboru punktow poSrednich ciag
(S,) ma te sama granice wtasciwa, to granice te nazywamy catka oznaczona funkcji f na [a, b]:

/b f(x)dx = }ergozn: f (&) Ax;.
a i=1

a - dolna, b - gorna granica catkowania. Catka oznaczona jest liczba.

& [F2, Catka oznaczona]

. . .. y
Twierdzenie (catkowalnosc) /

1
Funkcja ciagta na [a, b] jest na nim catkowalna. 7
Catkowalna jest tez funkcja ograniczona o
skonczenie wielu punktach nieciggtosci.

0.5 |
B [GS, Catki oznaczone]
. b
Interpretacja geometryczna. Dla 7 > O catka fa f(x)dx ‘ S
jest polem obszaru pod wykresem f nad przedziatem 0.5 U
Rys. 1. Suma Riemanna dla 7 (x) = x2, n = 8: Sg ~ 0,398;

[a, b].IGS, zastosowania catek oznaczonych] S 1
n 3
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B3 Twierdzenie Newtona-Leibniza i wtasnosci

Twierdzenie (Newtona-Leibniza)

Jezeli f jest ciagta na [a, b], a F jest dowolna jej funkcja pierwotna, to

b b
/a F(x) dx = [F(X)L = F(b) - F(a).

& [GS, Catki oznaczone]

1 3
/ x2dx = [X—
0 3

e 2 2
/ ﬂ:[lnx]e:1 /(3x2—2x+1)dx:[x3—x2+x] =6-(-3)=9
1 X 1 -1 —1

L

n b4
== / sinxdx:[—c05x] =1+1=2
0 3 0 0

Twierdzenie (wtasnosci catki oznaczonej)

b b b
liniowosc: / [af (x) = Bg(x)]|dx = a/ f(x)dx + ﬂ/ g(x) dx

b @ b
addytywnosc: / f(x)dx = / f(x) dx +/ f(x)dx, a<c<b

b a a
zamiana granic: / f(x)dx = —/ f(x) dx, / f(x)dx =0

a b a
b b

monotonicznoSc: f < gnala,b] = / f(x) dx s/ g(x) dx

a a a
symetria: f nieparzysta:/ f(x)dx=0; f parzysta:/ f(x)dx = 2/ f(x) dx
- - 0
’ : B [GS, Catki oznaczone]

Twierdzenie (o wartosci Sredniej)

b
Jezeli f jest ciagta na [a, b], to istnieje c € [a, b] takie, ze / f(x) dx = f(c)(b — a). Liczbe
1 b )

i
a

f (x) dx nazywamy wartoscia Srednia funkcji £ na [a, b].

& [GS, Catki oznaczone]

[EJ Metody obliczania catek oznaczonych

b £(b) b b b
flg(x))g'(x) dx = f(¢) dt, f(x)g'(x)dx = |f(x)g(x)| - f(x)g(x) dx.
/a (g(x))g’ (x) dx ‘/g / x)g' (x) dx [xgx]a / x)g(x) dx

(a) a a

& [GS, Catki oznaczone]

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 2/5



Matematyka - Streszczenie wyktadu 11 Ekoenergetyka

% Zapamietaj

Przy podstawieniu w catce oznaczonej zmieniamy granice catkowania (z x na t) - nie wracamy
do zmiennej x.

1
2
/ x e dx =
0
1
/ xe Xdx =
0

Zastosowania geometryczne

Pole, objetosc, dtugosc tuku

b
» pole pod wykresem: P = / |f(x)| dx (gdy f zmienia znak - dzielimy przedziat w miejscach

t=x2 dt = 2x dx 1/‘ . Tr,' e-1
= [ etdt=_lef]| ==~
x=0=1t=0, x=1=>t=1 0 2 0 2

2
1 1 2
= [—xe"‘] +/ e ¥dx=-e"+(1-e")=1-=
0 0 e

=X g’:e_x
ff=1 g=-e*

zerowych),

» pole miedzy krzywymi (f < g na [a, b]) / [g(x) = f(x)]dx

d
» objetoSc¢ bryty obrotowej: V = / f2(x) dx (obrét wokot Ox), V =x / g (y)dy
(wokot Oy, x = g(y)), ’ C

b
» dtugosc tuku: L:/ (s [f’(x)]zdx.

B [GS, Zastosowania catek oznaczonychl]

Przyktad 3 - funkcja zmieniajaca znak

Pole obszaru miedzy krzywa £ (x) = x> + x? — 2x a osia
Ox dla x € [-2,2].

Rozwigzanie. f(x) = x(x — 1)(x + 2), miejsca zerowe
—2,0,1; F(x) = £ + 2 _x2,

37 37
P—/ fdx— /fdx+/ fdx = —+— 2" 5 R
/2 1 B =

Rys. 2. Pole pod osia liczymy z minusem.

Uwaga: [, f(x) dx = 16 % P.
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Przyktad 4 - pole miedzy krzywymi

y
Pole obszaru ograniczonego krzywymi y = x? i y = 4x. 16|
Rozwigzanie. Punkty przeciecia: x? = 4x © x € {0;4}.
Na [0,4] mamy 4x > x?, wiec .l
po [fax—styan= o] 508 [ 2
_O(X—X)X— X—?O— —?—? - L

4 X
Rys. 3. Obszar miedzy y = 4x i y = x2.

Przyktad 5 - objetos¢ i dtugosc tuku

a) Obrot obszaru pod prosta y = 2x, x € [1, 4], wokot osi Ox:

4 314
V= ﬂf1 (2x)%dx = 4n [%]1 = .
b) Obrét obszaru miedzy prosta x = & a 0sig Oy, y € [2,4], wokét osi Oy:
4,2 147
V=nm 5 'dey = T .
c) Dtugos¢ tuku £(x) = 3x%3 — 10 od A(8,2) do B(27,17): f'(x) = 2x~'/3, podstawienie
t=x%3 14

27

27 13

3

L= 1+4x—2/3dx:/ xT1PVX2E + 4 dx = 2 Vidt = 13\/13—16«5:24,241
8 8 8
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I3 zastosowania fizyczne

to

Jezeli Q'(t) =q(t),to Q(t2) — Q(t1) = / qg(t)dt. W SZCZGgélI’]OéCi:[HRW, Ruch prostoliniowy; Praca i energia
t

kinetyczna] 1

" /t2 v(t) dt (droga), E = /t2 P(t) dt (energia), W = /X2 F(x) dx (praca).

t t

Przyktad 6 - ekoenergetyka

Moc instalacji PV: P(t) = 5sin % [kw], ¢ € [0,12] [h]. p
Energia wyprodukowana w ciagu dnia: 1
12 12
E:/ Ssin”—tdt: —6—Ocos”—t -----------------
0 12 T 121,
= 120 ~ 38,2 kWh ’ ‘ ‘
T 6 12 t
B . Rys. 4. Energia = pole pod wykresem mocy; linia
Moc Srednia: P, = % = % ~ 3,18 kW. przerywana - moc rednia.

Przyktad 7 - praca sity sprezystosci

Sita potrzebna do rozciagniecia sprezyny o x wynosi F(x) = kx (prawo Hooke'a[Hrw, Praca i energia
2
kinetycznal). Praca rozciggniecia od 0 do xo: W = fox" kx dx = %
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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