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KB Podstawowe pojecia

Definicja (uktad réwnan liniowych)

Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi nazywamy uktad

ani X1 t+appXxeg+---+aipXp = b1

a1 X1 +axypxy+---+apyXpy = b2

amX1+ameXo+ -+ ampnXp = bm

gdzie a;; € R s3 wspotczynnikami, b; € R - wyrazami wolnymi, a x1, ... ., x, — niewiadomymi.
Jezeli by = by = --- = b, = 0, uktad nazywamy jednorodnym, w przeciwnym razie —
niejednorodnym. Rozwigzaniem uktadu jest kazdy ciag liczb (xi,. .., x,) spetniajacy wszystkie
rownania.

& [MS, Uktady rownan liniowych]

Definicja (zapis macierzowy)

Uktad zapisujemy w postaci AX = B, gdzie

an ... ain X1 b] an ... dain b1
A= o |, X=|:1], B=|:|, [AlB]=
Ol coo  Eimm Xn b aml ... amn | bm
A - macierz uktadu (macierz wspotczynnikow), B - wektor wyrazow wolnych, [A | B] - macierz

rozszerzona (uzupetniona).
& [MS, Uktady rownan liniowych]

Definicja (rodzaje uktadow)

Uktad nazywamy oznaczonym, gdy ma doktadnie jedno rozwigzanie; nieoznaczonym, gdy ma
nieskonczenie wiele rozwigzan; sprzecznym, gdy nie ma rozwigzan. Innych mozliwosci nie ma.
& [MS, Uktady rownan liniowych]
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Oznaczon nieoznaczon sprzeczn
y y y y y p y

j x R X NG N\

Rys. 1. Uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi — dwie proste: przecinajace sig, pokrywajace sig, rownolegte.

Twierdzenie (Kroneckera-Capellego)

Uktad rownan liniowych AX = B ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy rzad macierzy uktadu
jest rowny rzedowi macierzy rozszerzonej: rz A = rz[ A | B]. Ponadto, jesli n jest liczba
niewiadomych, to:

» I1ZA #rz[A| B] = uktad sprzeczny;
» 1ZA=rz[A| B] = n = uktad oznaczony;

» 1ZA=r1z[A| B] = r < n = uktad nieoznaczony; rozwigzania zaleza od n — r parametrow.

& [MS, Uktady rownan liniowych]

B3 Uktady Cramera

Definicja (uktad Cramera)

Uktad AX = B, w ktorym macierz A jest kwadratowa (liczba rownan = liczba niewiadomych) i
nieosobliwa (det A # 0), nazywamy uktadem Cramera. Uktad Cramera ma doktadnie jedno
rozwigzanie.

& [MS, Uktady Cramera]

Twierdzenie (wzory Cramera)

Rozwigzanie uktadu Cramera dane jest wzorami

X1 = Xy =

W, W ) ceey = W
gdzie W = det A, a W; jest wyznacznikiem macierzy powstatej z macierzy A przez zastgpienie jej
Jj-tej kolumny kolumna wyrazow wolnych B.

& [MS, Uktady Crameral]

Algorytm - metoda Cramera

1. Sprawdzamy, czy macierz A jest kwadratowa, i obliczamy W = det A. Jezeli W = 0, metody nie
mozna zastosowac.
2. Obliczamy wyznaczniki W4, ..., W, (w j-tej kolumnie wpisujemy wyrazy wolne).
3. Wyznaczamy x; = W;/W. 4. Sprawdzamy rozwigzanie, podstawiajac je do wszystkich
rownan.

& [MS, Uktady Cramera]

Prof. UPP dr hab. Agnieszka tacka 2/6



Matematyka - Streszczenie wyktadu 12 Ochrona Srodowiska

2x+3y =8 2 3 8 3 2 8
W= :_S,W: ——S,W: :—10' :_—5: 1’
{X_y:_1 1 -1 *T1 YT hoo =55
_ =10 _
y==2=(2]
X1+2X2+3X3=14
Rozwiaz uktad {4x; +3x, —x3 =7  metoda Cramera.
X1—X2+X3=2
Rozwiazanie.
1 2 3 14 2 3
W=14 3 -1|=B3-2-12)-(9+1+8)=-29%0, Wi=|7 3 -—1|=-29,
1T -1 1 2 -1 1
1 14 3 1 2 14
Wo=14 7 -1=-58, Wz=|14 3 7|=-87
1T 2 1 1T -1 2
-29 —58 -87
:—:1 :—:2 = —— = 3.
N= =l = 55=2 %= 5 =3
Rozwiqzanie:[(x1,xz,X3) =(1,2,3) ] Sprawdzenie: 1+4+9=14, 4+6-3=7, 1-2+3=2.

Metoda macierzy odwrotnej

Dla uktadu Cramera: AX =B = ATTAX=A"B = X=AB.
1. Sprawdzamy, ze det A # 0; 2. wyznaczamy A~' (wyktad 11); 3. obliczamy X = A7'B; 4.

sprawdzamy rozwiazanie.
& [MS, Uktady Cramera]
Przyktad 3

X—y+z=2
. Macierz uktadu jest macierza z przyktadu 2 wyktadu 11: det A =1,

2x —y+4z =17
X—y+2z=3
2 1 -3
ATl=10 1 -2|.
-1 0 1

2 1 -3|[2 4+7-9 2
X=A"B=|0 1 =2||7|=|0+7-6]= |1
-1 0 3 -2+0+3 1
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[} Metoda eliminacji Gaussa

Operacje elementarne na uktadzie

Zbior rozwigzan uktadu nie zmienia sie, gdy na wierszach macierzy rozszerzonej [A | B]
wykonujemy operacje:

» W; & W, - zamiana miejscami dwoch rownan;
» W; — cW,, ¢ # 0 - pomnozenie rownania przez liczbe rézna od zera;

» W; —> W, +cW, - dodanie do rownania innego rownania pomnozonego przez liczbe.

Mozna tez skreslic rownanie postaci 0 = 0 oraz rownanie bedace kopia (wielokrotnoscia) innego.
E [GuS, Metoda Gaussal]

Algorytm - metoda eliminacji Gaussa

1. Zapisujemy macierz rozszerzong [A | B].
2. Eliminacja w przod: operacjami elementarnymi sprowadzamy macierz do postaci schodkowej
(zera pod przekatna).
3. Odczytujemy rzAirz[A | B]. Wiersz postaci [0 ... 0] d], d # 0, oznacza uktad sprzeczny.
4. Podstawianie wstecz: z ostatniego rownania wyznaczamy ostatnig niewiadoma, wstawiamy
do wczesniejszych itd. Gdy r < n, n — r niewiadomych przyjmujemy za parametry.

E [GuS, Metoda Gaussa]

Przyktad 4 - uktad oznaczony

X+y+z=2
2x—-y+z=6
X+2y—z=-1

T 1 1| 2 1 T 1] 2

2 -1 1| 6 | Wo=2W;~| 0 -3 —-1| 2 (W W3
T 2 -1|-1 | W:-W, O 1 -2|-3

1 1 11 2 11 11 2
~10 1 -2]-3 ~10 1 -2|-3
0 -3 -1| 2 (W:+3W; 00 -7|-7

rzA =rz[A| B] =3 = n - uktad oznaczony. Podstawianie wstecz: -7z = -7 = z = 1;
y—-2z=-3=y=-1; x+y+z=2=x=2. [(x,y,z):(2,—1,1)].
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Przyktad 5 - uktad nieoznaczony

X+y+z=3
2x+3y+z=6
3x+4y+2z=9

T 1 13 1T 1 113 11 113
2 3 1(6 | Wo-2Wi~[0 1 1|0 ~10 1T =1]0
34 2|9 (W;-3W 01 =110 (W:-W, 0 0 0|0

rzA=rz[A| B] = 2 < 3 - uktad nieoznaczony, 3 — 2 = 1 parametr. Przyjmujemy z = t: y = t,
x=3-y—z=3-2t.

Rozwiqzanie:[(x,y,z) —(3-2t, t, 1), t€ R]; np.dla ¢t = 0: (3,0,0),dla ¢ = 1: (1,1,1).

Przyktad 6 - uktad sprzeczny

Jezeli w przyktadzie 5 trzecie rownanie zmienimy na 3x +4y + 2z = 10, to po tych samych
operacjach otrzymamy wiersz [000 | 1],czyliO = 1. rzA =2 # rz[A | B] = 3 - uktad sprzeczny.

Zastosowania

Przyktad 7 - dobor nawozow

Dziatka potrzebuje 4 kg N, 8 kg P i 8 kg K. Nawoz A zawiera 4% N, 12% P, 12% K; nawoz B - po
10% kazdego sktadnika. Ile kg nawozow (a, b) nalezy uzyc?

0,042 +0,106 =4
Rozwigzanie. 10,122+ 0,106 =8 ; po pomnozeniu przez 100:
0,122+ 0,106 = 8

4 10| 400 4 10| 400 4 10| 400
12 10800 |W,-3W;~| 0 —-20|—-400 [~ | O —20| —400
12 10| 800 | W5 —3W; 0 -20 | —400 0 0 0

rzA = rz[A | B] = 2 - jedno rozwiazanie: b = 20, 4a = 400 — 200, [ a=50kg b=20kg ]
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Przyktad 8 - model mieszania wod

Woda w rzece jest mieszaning wody opadowej, gruntowej i Sciekow o udziatach x, y, z. Stezenia
chlorkow w tych zrodtach wynosza 10, 50, 30 mg/l, a siarczanow 5, 15, 40 mg/|; w rzece
zmierzono 24 mg/l chlorkow i 17,5 mg/l siarczanow.

Rozwiazanie. Bilans wody i obu znacznikow:

X+y+z=1 1 1 1 1
10x + 50y + 30z = 24 10 50 30| 24 |Wp—10W,
5x+15y +40z = 17,5 5 15 40 | 175 | W3 —5W,
T 1 1 1 T 1 1|1
~|0 40 20| 14 ~|0 40 20|14

0 10 35125 Wg—%WQ 0O 0 30| 9
z=03, 40y =14-6,y =02, x=1-0,2-0,3=0,5:
[ 50% opad, 20% wody gruntowe, 30% Scieki J

% Zapamietaj

Kronecker-Capelli: rozwigzanie istnieje &< rzA=rz[A|B]; =n-jedno,=r <n-
nieskonczenie wiele (n — r parametrow).

Cramer (A kwadratowa, W # 0): x; = W;/W; X = A7'B; Gauss - dla kazdego uktadu: postac
schodkowa i podstawianie wstecz.
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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