MATEMATYKA - Ekoenergetykas materiaty do pracy samodzielnej
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Catke oznaczong zdefiniowaliSmy dla funkcji ograniczonej na przedziale domknigetym i ograniczonym.
Catka niewtasciwa rozszerza to pojecie na przedziaty nieograniczone (I rodzaj) i funkcje nieograni-
czone (Il rodzaj). W obu przypadkach catke definiujemy jako granice catek oznaczonych.

KB Catka niewtasciwa I rodzaju

Definicja (catka niewtasciwa I rodzaju)

Niech f bedzie catkowalna na kazdym przedziale [a, T], T > a. Wtedy

/aoof(x)dx:Tli_rEo/an(x)dx, /_:f(x)dx:TE)rI]oo/be(x)dx.

Jezeli granica istnieje i jest skoficzona, catke nazywamy zbiezng; w przeciwnym razie -
rozbiezna.

H [GS, Catki niewtasciwe]

Definicja (catka po catej prostej)

/f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx, ae€R dowolne.

(¢ (o9

Catka jest zbiezna, gdy obie catki po prawej stronie sg zbiezne (granice liczymy niezaleznie).
E [GS, Catki niewtasciwe]

Przyktad 1 - zbiezna i rozbiezna

Y
/oodx—llm 1T—lim1 L — 1
1 X2_T—>c>o X1_T—>c>o T B
< dx . T .
/ — = lim [lnx] =limInT =
1 X T —oo 1 —00 1
Pigrwsza cg’(ka j.est zbiezna, druga - rozbiezna, choc | B
obie funkcje daza do zera przy x — oo. 1 X
Rys. 1. Pole pod Xiz jest skofczone, pod 1 - nie.
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Przyktad 2 - podstawienie
/ © odx
ez xlndx

* dx . 1
3 = lim |- 5
e2 xIlnx T—| 2ln°x

Przyktad 3 - catka po catej prostej

x2+2x+5=(x+1)? +4, wiec [ &

t=Inx :/ dx _ 1 +C
dt:% xn?x 21n? x ’

T 1
:O+—:
" 2.4

Tarctg X! + C oraz

X242x+5
/O dx = lim 1 arct X+1 0—1arct +ﬂ
o X2 42X +5  To-w 2 s T_2 St
/oo dx = lim 1 arct x#1p_z 1arct 1
0 X2+2x+5 Tow?2 S o 4 2 £2

NN

/°° dx
zatem —_— =
oo X242x 45

B3 Catka niewtasciwa Il rodzaju

Definicja (catka niewtasciwa Il rodzaju)

Jezeli f jest catkowalna na kazdym przedziale [a,T], a < T < b, i nieograniczona w
lewostronnym sasiedztwie punktu 6 (punkt osobliwy), to

b . T
‘/a f(x)dx = Tll_)ﬂ;_/g f(x) dx;

b b
analogicznie, gdy osobliwym punktem jest a: / f(x)dx = l|m / f(x) dx. Gdy oba konce sa
T

osobliwe, dzielimy przedziat w dowolnym punkcie ¢ € (a, b) i badamy obie czesci.
E [GS, Catki niewtasciwe]

y
X~ lim 2 ] lim (2-2VT) =[ 2
3) | e i [2v], = lim 2 —2vT)
d . T
b)/ X~ lim [arcsm x] =
0 VI—x2 T-1" 0 2
1 T T
d . 1 . 1 1
c)/—X:llm — = lim |[-—— -1] =+
0 ()(—])2 T—1- x—1 0 T—o1- T - 1 X
- rozbiezna. Rys. 2. f) % =2.
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% Zapamietaj

Przed zastosowaniem wzoru Newtona-Leibniza sprawdz, czy funkcja podcatkowa jest
ograniczona na catym przedziale. Np. ,rachunek” |- 11 9 = [-1] 1_1 = -2 jest btedny (catka

X

dodatniej funkcji nie moze by¢ ujemna!): punkt 0 jest osobliwy, a catka jest rozbiezna.

EJ Kryteria zbieznosci

Twierdzenie (catki wzorcowe)

®dx . t b . 1 ted - 1
: Fjes zblezna — p > (We y rowna pj)’

1
dx . . . P
x jest zbiezna — p <1 (wtedy rowna +)
o XP 1-p

E [GS, Catki niewtasciwe]

Jezeli 0 < f(x) < g(x) dla x > a, to ze zbieznosci [~ g(x) dx wynika zbieznos¢ [ f(x) dx, a z
rozbieznosci [ f(x) dx - rozbieznos¢ [~ g(x) dx.
E [GS, Catki niewtasciwe]

Przyktad 5

1 1
< —

< jest zbiezna.
x2+4/x ~ x?

0<

< dx . .. . © d
dla x > 1, a/ il jest zbiezna, wugc/ X
1 x? 1 x2+4/x

‘ Twierdzenie (kryterium poréownawcze)
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Zastosowania

Przyktad 6 - rog Gabriela

Obrét obszaru pod y = 1, x > 1, wokot osi Ox daje bryte o objetosci V = x [~ % = x, chociaz
pole obracanej figury f1°° % jest nieskonczone.

Przyktad 7 - ekoenergetyka

. . - . P
Magazyn ciepta po wytaczeniu zasilania oddaje moc
P(t) = Poe™t, Py = 4 kW, A = 0,2 h~'. taczna oddana 4
energia:
> P P

_ At 4o _ lim 10 (1_a-ATy _ 70 _
E—/O Poe™" dt = lim —=(1-e7'7) = > =| 20 kwh |
W ciggu pierwszych 5 h: E5 = 20(1 —e~") ~ 12,6 kwWh. 510 20 t

Rys. 3. Energia = pole pod wykresem mocy.

Przyktad 8 - fizyka

Praca potrzebna do oddalenia ciata 0 masie m z powierzchni Ziemi do nieskonczonosci (sita
GMm GMm

grawitacji F(r) = G’rw—zm[HRWZ,Grawitacja]): W = / S—dr = — = wartosc skonczona.
R r
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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