MATEMATYKA « Ochrona Srodowiska+ materiaty do pracy samodzielnej

Zastosowania algebry liniowej w ochronie
srodowiska

Modele postaci X;+1 = AX; * model Leslie populacji z klasami wieku -
wartosci i wektory wtasne macierzy 2 x 2 (wersja uproszczona) » wielomian
charakterystyczny, Slad i wyznacznik » tempo wzrostu i stabilna struktura
wieku « macierz przejscia, stan rownowagi
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KB Modele macierzowe w ochronie srodowiska

Wiele procesow przyrodniczych opisujemy, podajac stan uktadu w kolejnych chwilach (latach, de-
kadach) w postaci wektora x;. Jezeli stan w nastepnym okresie zalezy liniowo od stanu obecnego,
to

Xr1 = AXq, a stad X; = AXo, Xp = A%Xo, ..., X, = AXq.

Przyktadami sa: liczebnos¢ populacji w klasach wieku (model Leslie), udziaty form uzytkowania
terenu (macierz przejscia), rozktad zanieczyszczenia miedzy woda, osadem i organizmami.

Definicja (macierz Leslie)

Populacje samic dzielimy na n klas wieku; x;(t) — liczebnosc klasy / w roku ¢. Niech f; > 0
oznacza ptodnosc (Srednig liczbe corek urodzonych w ciggu roku przez samice z klasy /), a

s; € (0; 1) — przezywalnosc (czesc¢ osobnikow klasy 7, ktore przezyja rok i przejda do klasy 7 +1).
Wtedy X;+1 = L X;, gdzie

fi f foo1 fol
s1 0 0 0

L=[0 s 0 Of, dlan=2: L:[f1 fQ]
. s O
0 0 sp_1 O

Pierwszy wiersz opisuje narodziny, elementy pod przekatna - przezywanie.
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Przyktad 1 - symulacja populacji

1 1 .
Dla L = > (mtode, doroste) i xo = [10,10]":
05 O
_[1-10+15-10) _[25] (25475 _[325] | _[s1.25
"7 o05-10+0 | st TP 125 | 250 TP 16,25
t 0 1 2 3 7
tacznie 20 30 45 675 3417
wzrost N¢/N;_; - 15 15 15 1,5

mtode : doroste 1 5 26 315 3,00

Liczebnosc rosnie co roku 1,5 raza, a proporcja mtode : doroste zbliza sie do 3 : 1. WyjasSniaja to
wartosci i wektory wtasne macierzy L (przyktad 6).

B3 Wartosci i wektory wtasne (wersja uproszczona)

Definicja (wartosc wtasna, wektor wtasny)

Niech A bedzie macierza kwadratowa stopnia n. Liczbe A nazywamy wartoScig wtasng macierzy
A, jezeli istnieje niezerowy wektor v taki, ze

AV = Av.

Wektor v nazywamy wektorem wtasnym macierzy A odpowiadajacym wartoSci wtasnej A.
& [MS, Wartosci wtasne]

Intuicja. Mnozenie przez macierz zwykle zmienia kierunek wektora. Wektor wtasny jest wyjatkowy
- po pomnozeniu przez A lezy na tej samej prostej, a jedynie jego dtugos¢ zmienia sie A razy (dla
A < 0 zmienia sig tez zwrot). Jezeli v jest wektorem wtasnym, to kazdy wektor cv, ¢ # 0, tez nim jest -
wazne s3 proporcje wspotrzednych.

A[ } H H H_Wektor[m]jestwekto- N
A=3

rem wtasnym,

A [;] = [12 - to nie jest wielokrotnosc [1,0], wiec [1,0] nie /
jest wektorem wtasnym. _i
A[—ﬂ = [_11] - wektor wtasny dla A = 1. Rys. 1. Vi Av.
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Twierdzenie (rownanie charakterystyczne)

AV =Av < (A - AI)v = 0. Jest to jednorodny uktad rownan, ktory ma rozwigzanie niezerowe
wtedy i tylko wtedy, gdy jego macierz jest osobliwa. Zatem

A jest wartosScig wtasng macierzy A < det(A-AI) =0.

Wielomian W (A) = det(A - AI) nazywamy wielomianem charakterystycznym, a macierz A — AI -
macierza charakterystyczna.
& [MS, Wartosci wtasne]

an 212]
azr a

DlaA:[

det(A—/lI) = “11 —A iz =/\2—(a11 +a22)A+(a11a22—a12a21) =/12—(trA)/1+detA.

as ap-—A

WartoSci wtasne sg pierwiastkami tego trojmianu kwadratowego, przy czym
AM+Ay =trA, A -Ay=detA  (wzory Viéte'a - dobre sprawdzenie).

Wartosciami wtasnymi macierzy diagonalnej lub trojkatnej sa elementy jej przekatnej.
& [MS, Wartosci wtasne]

Algorytm (macierz 2 x 2)

1. Obliczamy tr A i det A i rozwigzujemy rownanie A2 — (tr A)A + det A = 0.
2. Dla kazdej wartosci A zapisujemy uktad (A — AI)v = 0. Jego dwa rownania sa proporcjonalne -
bierzemy jedno z nich.
3. Z tego rownania wyznaczamy proporcje vi : v, i wybieramy wygodny wektor (np. o
wspotrzednych catkowitych).
4. Sprawdzamy: Av = Av.

& [MS, Wartosci wtasne]

4 3
A= .

i
Rozwigzanie.trA=6,detA=8-3=5: A2-6A+5=0, A=16, A; =5, A, = 1 (sprawdzenie:
541=6,5-1=5).

-1
M=5 | 33] [:‘] =0 = —v1+3v =0, vi =3vy, | V1 = [3,1] § Av; = [15,5] = 5v;.
- 2

A= [:1” ﬂ M:o o v =0, (Vo= [1,-1] k Ava=[1,-1]=1-v,.
2
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Przyktad &

1 2 .
a)A= [1 2]: trA=3,detA=0, A2-31=0, A =3, A, =0; wektory wtasne: [1,1] i [-2,1].

—4
b) A= [; _2]: trA=5detA=-14420=6, A2-51+6 =0, A; =3, A, = 2; wektory wtasne:
[1,1] 1 [4,5].
C)A= [g 005] (diagonalna): A; = 3, A, = 0,5; wektory wtasne: [1,0]i [0, 1].

Dla macierzy wiekszych stopni postepujemy tak samo (det(A — AI) = 0), ale wielomian
charakterystyczny ma stopien n — w praktyce wartosci wtasne oblicza sie programami
komputerowymi.

[EJ Interpretacja w modelach populagcji i krajobrazu

Twierdzenie (zachowanie modelu Leslie po dtugim czasie)

Niech A; bedzie dominujaca (najwigeksza) wartoscig wtasng macierzy Leslie, a v -

odpowiadajacym jej wektorem wtasnym o dodatnich wspotrzednych. Po dostatecznie dtugim

czasie:

» liczebnosé populacji co roku mnozy sie (w przyblizeniu) przez A; - jest to tempo wzrostu
populacji;

» udziaty klas wieku s3g proporcjonalne do wspotrzednych v, - stabilna struktura wieku.
A1 > 1 - populacja rosnie; A; = 1 - populacja stabilna; A; < 1 - populacja wymiera.

& [C, analiza asymptotycznal

Przyktad 5 - model z przyktadu 1

1 15
L= [05 (’)]3 trL =1,detL =075 A2~A-075=0, A=4, Ay =151, = -0,5.

A =15 —05vi +1,5v, =0 = vy = 3wy, V; = [3,1].
Wniosek: populacja rosnie o 50% rocznie, a w stabilnej strukturze 2 stanowig mtode, } -
doroste (zgodnie z symulacja).

Przyktad 6 — zagrozony gatunek

Dla populacji ptaka: £, = 0,2, 5 =1,s = 0,6, L = [0,2 1}-

06 O

Rozwigzanie. A2 - 024 — 0,6 = 0, A = 2,44, A; = 22¥2* ~ 0,88 < 1 - populacja maleje o ok. 12%
rocznie.

Przy przezywalnosci s: detL = —s, rownanie A2 - 0,2A —s = 0. Warunek A = 1: 1 - 0,2 - s = 0,
. Przezywalno$¢ mtodych trzeba zwigkszy¢ z 60% do 80% (np. przez ochroneg gniazd).
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Definicja (macierz przejscia, stan rownowagi)

Jezeli x, zawiera udziaty kategorii (np. las, pole) w chwili ¢, a p;; to czeS¢ kategorii /, ktora w
ciaggu okresu przechodzi do kategorii /, to X.+1 = PX,, gdzie P = [p;;] jest macierza przejscia
(elementy nieujemne, kolumny sumuja sie do 1). Stanem rownowagi nazywamy wektor v
spetniajacy Pv = v - jest to wektor wtasny dla A = 1, unormowany tak, aby suma wspotrzednych
byta rowna 1.

& [C, macierz przejscial

Przyktad 7 - las i pole

W ciggu dekady 10% lasu zostaje wylesione, a 20% pol zarasta lasem: P = [0’9 0’2}.

0,1 08

3 |
Druga wartoS¢ wtasna: A, = tr P — 1 = 0,7 - odchylenie od rownowagi maleje co dekade o 30%.
Np. od stanu [0,3; 0,7]: [0,41; 0,59], [0,487; 0,513], ..., — [0,667; 0,333].

W Zapamietaj

AV=2Av,v£0; dla2x2: A2 - (trA)A+detA=0, A+, =tr A, A4, = detA; v-2zjednego
rownania uktadu (A — AI)v = 0.

Leslie: A; — tempo wzrostu, v; — stabilna struktura wieku. Macierz przejscia: stan rownowagi -
wektor wtasny dla A = 1.

Rozwigzanie. (P-I)wv=0: -0,1/+02p=0 = /=2p; I+p=1 =
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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