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Kl Podstawowe pojecia

Definicja (rownanie rozniczkowe)

Rownaniem rozniczkowym zwyczajnym nazywamy rownanie wigzace zmienng niezalezng x,
nieznana funkcje y = y(x) i jej pochodne: F(x,y, y’,...,y") = 0. Rzgdem rownania nazywamy
najwyzszy rzad pochodnej wystepujacej w rownaniu.

E [KW2, Rownania rozniczkowe]

Definicja (rozwigzanie ogolne i szczegolne)

Rozwigzaniem (catka) rownania nazywamy kazda funkcje, ktora je spetnia. Rozwigzanie ogolne
rownania rzedu n zawiera n dowolnych statych (rodzina krzywych). Rozwigzanie szczegolne
otrzymujemy, wyznaczajac state z warunkow poczatkowych. Zagadnienie poczatkowe
(Cauchy’ego): znalez¢ rozwigzanie y’ = f(x, y) spetniajace y(xo) = yo.

E [KW2, Rownania rozniczkowe]

Przyktad 1 - sprawdzanie rozwigzania

Funkcja y = —— spetnia rownanie y? = xy’ + y: y’ =

’ _ Cx 1 _ Cx+1-Cx _ 1 — 2
XYty =Gacorti-cx = (—cx? ~ G-cxz = V"

ﬁ, wiec
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3 Rownanie o zmiennych rozdzielonych

Rownanie o zmiennych rozdzielonych
dy
y=fx)gly) = 20 )—f(x)dx = / /f(x)dx.

Stata catkowania dopisujemy raz (czesto w postaci In |C|). Jezeli g(yo) =0,to y = yp tez jest
rozwigzaniem.

& [KW2, Rownania rozniczkowe]

Przyktad 2 - zagadnienie poczatkowe

- Xv }’(1) -
Rozquanle. 7 = %, In|y] = ln|x| + In|C|, wiec
catka ogolna: y = Cx.

Z warunku y(1) = 2: C = 2, . 1 X

Rys. 1. Rodzina y = Cx i rozwigzanie y = 2x.

Przyktad 3
y' ' ==2xy, y(0) =1: Ty =2xdx, In|ly|=-x?+In|C|, y = Ce_xz; c=1, .
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[E} Roéwnanie liniowe rzedu pierwszego

Definicja (rownanie liniowe rzedu I)

Rownanie y’ + p(x) y = q(x) (p, g - ciagte) nazywamy liniowym rzedu pierwszego; dla g =0 -
jednorodnym (R}), w przeciwnym razie — niejednorodnym (RN).

H [KW2, Rownania rozniczkowe]

Metoda uzmienniania statej

1. R) (zmienne rozdzielone): y = Ce "), P(x) = [ p(x) dx.

2. Uzmienniamy statg: y = C(x) e P i podstawiamy do RN. Zawsze otrzymujemy
C’'(x)e P™ = g(x).

3. C(x) = [ q(x)eP™) dx + Cy; wstawiamy C(x) do y = C(x) e~ P,

& [KW2, Rownania rozniczkowe]

Przyktad 4

Yy =3y =Vx,x>0.
Rozwigzanie. A.Rl:y’ -2 =0=y=Cx. B.y=C(x)x, y' =C'(x)x+C(x).Po
podstawieniu: C’(x) x = Vx, C’(x) = %, C(x) =2vx + Cy.

‘ y=(2Vx+C)x ’
y’—% =x: RJy=0Cx3 C'(x)=x7? y=Cix3—x?
y -2y =e*: RJ:y=Ce¥, C'(x)=e", y = Cie?* — e~

y —y=x: Rl: y = Ce*, C’'(x) = xe * (przez czesci), y=Cie*—x—1
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Zastosowania

W Zapamietaj

wzrost/zanik wyktadniczy (Malthus): x’ = ux x(t) = xpevt

. . P . ; _ _ M _ M — X0
model logistyczny (pojemnosc M): X' =kx(M-x) x(t)= T A Fw A= o
stygniecie (prawo Newtona): T = k(T —Tot) T(t)=Tor+ (Top— Tor)e Xt
tadowanie kondensatora: Rg+% =6 q(t) = C&(1 — e tRC)

Zrodta: [KW2, Rdwnania rozniczkowe - zastosowania], [HRW3, Obwody pradu statego].

Przyktad 6 - ekoenergetyka: stygniecie wody w zasobniku

-
Woda (7y = 60°C) stygnie w pomieszczeniu o tempera- 60 1
turze 20°C; po 10 h ma 50°C. Kiedy ostygnie do 40°C?
40 +
Rozwigzanie. 45~ = —k dt = T =20+ Ce*; T(0) =
60: C = 40. /0 J I E R —
T(10) = 50: e71% = 3,k = NU3) . 00288 h~".
A ekt _ 1 4 _ 2 _ : : :

T=40:e =7, t="05~ 241h | 10 24 50 t

Rys. 2. Temperatura wody dazy do temperatury

otoczenia.
Przyktad 7 — wzrost wyktadniczy a logistyczny
X

Model Malthusa przewiduje nieograniczony wzrost,
model logistyczny — wzrost do poziomu nasycenia
M. Krzywa logistyczng opisuje sie m.in. rozwoj mocy
zainstalowanej nowych technologii energetycznych.

100 200 t

Rys. 3. Model Malthusa (zielony) i logistyczny
(czerwony).
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Znacznik [klucz, miejsce] przy definicjach, twierdzeniach i wzorach wskazuje zrodto sformutowania.
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